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Resume 

G.D. Birkhoff a pose, par analogic avec le cas classique des equations differentielles, le probleme 
de Riemann-Hilbert pour les systemes “fuchsiens” aux g-differences lineaires, a coefficients ra- 
tionnels. II I’a resolu dans le cas generique : I’objet classifiant qu’il introduit est constitue de la 
matrice de connexion P et des exposants en 0 et oo. Nous reprenons sa methode dans le cas general, 
mais en traitant symetriquement 0 et oo et sans recours a des solutions a croissance “sauvage”. 
Lorsque q tend vers 1, P tend vers une matrice localement constante P telle que les valeurs (en 
nombre fini) P{a)~^P{b) sont les matrices de monodromie du systeme diff&entiel limite (suppose 
non resonnant en 0 et oo) en les singularites de C*. Ce texte est celui du preprint 148 du Laboratoire 
Emile Picard (fevrier 1999). Une version un peu plus courte en est parue aux Annales de I’Institut Fourier, 
50 , 4, (2000). 

Mots cles : Equations aux g-differences - Matrice de connexion - Monodromie - Fonctions 
hypergeometriques basiques. Classification AMS : 05A30 - 33D - 39A10 - 58 F. 


Abstract 

G.D. Birkhoff extended the classical Riemann-Hilbert problem for differential equations to the 
case of “fuchsian” linear g-difference systems with rational coefficients. He solved it in the generic 
case : the classifying object which he introduces is made up of the connection matrix P, together 
with the exponents at 0 and oo. We follow his method in the general case, but treat symetrically 
0 and oo and use no “wildly” growing solutions. When g tends to 1, P tends to a locally constant 
matrix P such that the (finitely many) values P{a)~^P{b) are the monodromy matrices of the 
limiting differential system (assumed to be non resonant at 0 and oo) at the singularities on C*. 
This text is that of preprint 148 of the Laboratoire Emile Picard (february 1999). A shorter version was 
published by the Annales de I’Institut Fourier, 50 , 4, (2000). 

Keywords : g-difference equations - Gonnection matrix - Monodromy - Basic hypergeometric 
functions. AMS Classification : 05A30 - 33D - 39A10 - 58 F. 
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Chapitre 0 

Introduction 


“Je suis convaincu que, tout comme pour les fonctions speciales solutions 
d’equations differentielles, les formules interessantes derivent de considerations 
“geometriques” simples” (Jean-Pierre Ramis, [24]). 


0.1 Histoire 

0.1.1 Les racines et les branches 

La theorie des equations aux g-difFerences est un sujet romantique, puisqu’il a connu 
I’intervention d’Euler, Jacobi, Ramanujan ... et, a un moindre degre, de Gauss et de 
Cauchy. Les identites d’Euler sur les partitions, la theorie des fonctions theta de Jacobi, 
avec sa magnifique formule du triple produit, de nombreuses formules mysterieuses de 
Ramanujan y sont liees. On pent trouver une derivation dans cet esprit de nombreuses 
identity d’Euler dans [14], et un lien direct entre la formule de Rogers-Ramanujan et 
une equation aux ( 7 -difFerences dans [3]. Ces deux livres contiennent aussi de nombreuses 
indications historiques. 

C’est aussi un sujet en cours de renaissance. Ramis, dans [23] reprend les problemes 
de comportement asymptotique des solutions etudies par Poincare, Picard, Valiron et les 
replace dans le cadre de la theorie des classes Gevrey; ces recherches ont ete poursuivies 
par Zhang dans la direction d’une theorie de la ( 7 -sommabilite {voir [30]). Etingof, van 
der Put, Singer ont etendu la theorie de Picard-Vessiot avec pour but une theorie de 
Galois {voir [ 12 ], [ 21 ] ; ce dernier ouvrage traite, plus g&eralement, des equations aux 
differences). En tant que variante multiplicative de la methode d’Euler pour approcher les 
solutions d’equations differentielles, elles ont ete utilisees dans I’etude des integrates iterees 
{voir [ 20 ],[ 8 ]). R y a une theorie geometrique (“holonome”) des identites combinatoires, 
y compris g-combinatoires et une nouvelle approche de leur calcul formel (Zeilberger, 
Aomoto, Sabbah, Chyzak : voir [9], [11]). La theorie des groupes quantiques commence 
aussi a essaimer dans cette direction {voir [27]). Enfin, la tradition qui, depuis Birkhoff 
et Ore veut traiter equations differentielles, aux differences et aux g-difFerences dans un 
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cadre unifie a ete recemment reprise par Yves Andre qui a cree pour cela le cadre des 
connexions non commutatives {voir [ 2 ]). 


0.1.2 g-analogies, classification et confluence 

La serie hypergeometrique classique a ete generalisee par Heine, puis Ramanujan {voir 
[14], [22]) en la serie hypergeometrique basique^ 


^{a,b,c;q,z) = ^ 

n>0 


{a;p)n{b;p)n 

{c;p)n{p;p)n 


\q\>l , p = q 


{x;p)n 


(1 - xp^) 

0<k<n-l 


Si a, 6 , c G C*, celle-ci est solution de I’equation aux g-differences a coefficients rationnels : 

z- 1 


2 \ + b)z - {1 + c/q) 

^{q z) - - -y-S- —Hqz) 


abz — cl q 


abz — c/q 


4 >( 2 :) = 0 


Nous ecrirons plutot 


2 ^ {a + b)z-{l + c/q) z-1 

(Tg9 -;-^= 0 


abz — c/q 


abz — c/q 


ou Ton note aqf{z) = f{qz) pour toute function sur la sphere de Riemann S = P^C. Ceci 
a motive la resolution et la classification de telles equations fonctionnelles, sous le nom 
d’equations aux g-differences. {voir [1],[5], [ 6 ], [14], [23], [24]). 


Reciproquement, on salt que, lorsque Ton fait tendre q vers 1, sous des conditions appro- 
priees portant sur les parametres, <l>(a, 6 , c; ( 7 , z) converge vers la serie hypergeometrique : 
c’est au moins evident terme a terme, et cela reste vrai dans un sens moins formel (voir 
le traitement comp let de cet exemple en 4.4.2). De telles ( 7 -analogies sont presentes a un 
degre plus ou moins important dans la plupart des exemples que nous avons cites au debut 
de cette section. On pent legitimement considerer pas mal de ces phenomenes comme des 
cas de confluence. 


Par analogie avec le cas classique des equations differentielles, G.D. Birkhoff a pose le 
probleme de Riemann-Hilbert pour les systemes lineaires aux ( 7 -differences a coefficients 
rationnels {voir [5]) ; 

(1) = AX, A G GLn{C{z)) 

Le groupe de jauge GLn{C{z)) opere a gauche sur les solutions vectorielles ou ma- 
tricielles de telles equations et done sur les equations elles-memes, ce qui conduit a intro¬ 
duce la notion d'equivalence meromorphe : A ~ {aqF)~^AF lorsque F G GLn{C{z)). II 

^On prendra garde que nous faisons, dans tout ce travail, I’hypothese |g| > 1. II est, bien sur, essentiel 
de supposer que |(j'| 1, mais certains des ouvrages cites supposent [q| < 1. 
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s’agit alors de classifier ces systemes modulo cette relation d’equivalence. 

Notre but, dans ce travail, est de tenter de clarifier la geometrie sous-jacente. Dans 
ce premier rapport, nous etudions la resolution, la classification et la confluence d’une 
classe d’equations aux g-differences, les equations fuchsiennes (ainsi que la classe, qui 
n’est plus large qu’en apparence, des equations singulieres regulieres). Dans un rapport 
ulterieur ([25]), nous commencerons I’edification d’une theorie de Galois de ces equations 
sur ces bases, theorie qui devrait done differer sensiblement de celle,plus algebrique et plus 
genCTale, de [21] (voir ci-dessous 0.2.3 et 0.5). 

0.2 Resolution 

0.2.1 Cas general 

Le cas ou A(0) est singuliere est illustre par I’equation agf = zf dont une solution 
typique est la fonction 0 : ce cas se caraetCTise par I’apparition de solutions a croissance 

sauvage {voir [23]). A I’oppose, si vl(0) = In, le produit Y\A{q~''z) definit une solution 

i>l 

holomorphe en 0 et meromorphe sur C. Le premier cas est considere comme irregulier, le 
second cas comme regulier. 

Le cas intermediaire est le cas singulier regulier, que nous etudierons plus partic- 
ulierement : e’est celui ou I’on pent se ramener, via une transformation de jauge rationnelle, 
a supposer I’equation fuchsienne, e’est a dire telle que A(0) et yl(oo) sont inversibles. Les 
exemples les plus elementaires sont : agf = cf,c G C* et agf = / + 1. Cette derniere 
se ramene en effet a une equation lineaire d’ordre 2, a matrice unipotente. Les solutions 
de telles equations sont les briques de base pour la resolution de toutes les equations 
fuchsiennes. 

0.2.2 Cas fuchsien 

On I’appelle fuchsien parce que la methode de Frobenius marche et permet d’exhiber 
des solutions de forme tres simple et a croissance moderee. Comme dans le cas fuchsien 
classique (des equations differentielles), nous pourrons meme demontrer la reciproque. On 
pent cependant se rendre compte en etudiant la confluence qu’il y a deja dans ce cas des 
aspects qui le rapprochent du cas irregulier des equations differentielles. 

Pour commencer par I’etude locale, supposons A(0) G GL„(C) ; un tel systeme est 
dit fuchsien en 0. En parfaite analogie avec la methode de Frobenius pour les equations 
differentielles lineaires, on construit alors une solution matrice fondamentale X G GL„(Kq) 
a coefficients dans une extension Kq de C({ 2 ;}) qui est un sous-corps de Ai{C*) et qui 
contient : 


4 



- Pour chaque c G 5p(yl(0)), un element Sq^c tel que aqCq^c = ceq^c- H joue un role 
analogue a celui de et nous le nommerons caractere d’exposant c. 

- Dans le cas ou vl(0) n’est pas semi-simple, un element Iq tel que aqlq = lq + 1. II joue 
un role analogue a celui du logarithme. 

L’equation fonctionnelle (1), reecrite^ sous la forme X{z) = A{z/q)X{z/q), entraine 
alors que les solutions sont en fait d coefficients dans le sous-corps Kq = M.{C){lq, (eg^c)cGC*) 
de Kq. En opposition a ce qui se passe avec les equations differentielles, I’operateur aux 
(/-differences aq propage dans C la propriete des solutions d’etre meromorphes en 0. Ce 
n’est evidemment pas le cas des automorphismes infinitesimaux de la theorie des equations 
differentielles et c’est la une difference fondamentale. 

Ceci se voit d’ailleurs deja dans le cas regulier, qui, pour nous, est caracterise par le 
fait que la structure de Jordan en 0 est triviale, autrement dit, vl(0) = L’equation pent 
alors etre resolue sans sortir de AJ(C) : notant S' le lieu polaire de A, il est aise de voir que 
le produit infini A{zjq)A{zjq‘^)... converge uniformement sur tout compact de C — S' et 
a des poles sur q^ S'. C’est evidemment une solution fondamentale (determinant non nul) 
de I’equation si on la restreint a C — S, S etant S' augmente des zeros de det A : c’est 
ce dernier ensemble qu’il faudra considerer comme le veritable lieu singulier de I’equation. 

0.2.3 Le choix des briques de base 

log(e) 

Classiquement {voir [1],[6]), on utilise respectivement les fonctions multivaluees 
et dans les roles de Cq^c et de Iq. II faut alors prendre en compte conjointement les 

effets cle I’automorphisme aq et ceux de la monodromie. Singer et Van der Put proposent 
dans [21] d’instancier les Cq^c et Iq par des symboles algebriquement independants (sauf en 
ce qui concerne des relations obligees). Mais il est alors difficile d’interpreter les solutions 
comme des fonctions. Nous montrons au chapitre 1 comment resoudre (1) a I’aide de fonc¬ 
tions uniformes. 

La question pent etre formulee ainsi : quelle g-analogies suivre ? Il y en a tant! L’analo- 
gie suivie ici (motivee, entre autres, par I’exemple des series hypergeometriques basiques) 
est (aq — l)/{q — 1) ^ 6 = z{d/dz) {voir [23]). 

Designons par 0g la function theta de Jacobi : {'^oir [23]). 

Elle satisfait la formule du triple produit de Jacobi : 

= {p',p)oo{z;p)oo{pz~^;p)oc, (^;p)oo = '[{{'^-p'z) 

i>0 

^Le Petit Larousse Illustre donne comme egalement correctes les formes reecrire et recrire. On trouvera, 
dans la Gazette des Mathematiciens de Janvier 1999, une argumentation en faveur de ce dernier. Mais au 
fond, c’est en fonction du plaisir de I’oeil que Ton tranche ... 
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On en deduit I’equation fonctionnelle Qq{qz) = —qzQq{z). Nous prendrons alors 

lq{z) = zQq{z)/Gq{z) et Cq^ciz) = Qq{z) / Qq{c~^ z) 

qui sont meromorphes sur C*. Les poles (simples) de Iq sont les elements de la spirale 
discrete ; les zeros (simples) et poles (simples) de Cq^c sont les elements de q'^ et de 
cq'^ respectivement. Nous avons done remplace la ramification des choix classiques par des 
spirales discretes de poles. Ces poles et leur geometrie vont en fait controler toute la situ¬ 
ation, apportant un debut d’illustration de I’importance de “considerations geometriques 
simples”. 

Nous obtenons ainsi des solutions fondamentales canoniques meromorphes sur C* et 
en donnons des formes normales. Dans le cas ou le systeme est non resonnant en 0, e’est 
a dire ou deux valeurs propres distinctes de A(0) ne sont pas congrues modulo il y 
a meme une forme canonique. Nous etendons de plus la resolution au cas d’un systeme 
singulier regulier en 0, e’est a dire, par definition, meromorphiquement equivalent a un 
systeme fuchsien en 0. Dans tons les cas, on pent ecrire ou ; 

(i) est meromorphe sur C ; les poles de sur C* forment une union finie de 
demi-spirales logarithmiques discretes : q^ ‘5(X), ou 5(X) est I’ensemble forme des poles 
de A et des poles de A~^. 

(ii) est construite a partir des Cq^c et de Iq ; les poles de sur C* forment une 
union finie de spirales logarithmiques discretes determinees par la structure de Jordan de 
A(0) ; q'^Sp{A{0)) si X(0) est semi-simple, q'^Sp{A{0)) U dans le cas general. 

0.2.4 Le corps des constantes 

Toutes les solutions dans GL„(Kq) s’obtiennent alors sous la forme ou D(o) 

est a coefficients dans le “corps des constantes” (Kq)'’"'?. 

On voit facilement que (pour notre choix standard de caracteres) celui ci est egal a 
e’est a dire au corps des fonctions meromorphes sur C*jq^. Le changement de 
variable z = permet d’identifier le groupe C*jq^ au tore complexe C/(Z -|- Zr), 

avec la notation q = , Im{T) > 0. Le corps M.{CY’^ s’identifie alors au corps des 

fonctions elliptiques M.{E). 

Notons que la realisation des caracteres comme fonctions meromorphes sur C* entraine 
necessairement la presence d’un “cocycle” non trivial de fonctions elliptiques, les : 

^q,c^q,d 

e’est cette circonstance qui fait du corps des constantes le corps des fonctions elliptiques 
AJ(E) tout entier pour notre choix standard de carcteres et, dans tons les cas, une ex¬ 
tension transcendante de C. Ceci est la difference principale avec [21], ou les caracteres 
sont des symboles et peuvent etre astreints a verifier : Cq^cd = ^q,ceq,d, ce qui entraine que 
leur corps des constantes est C. Cela a, entre autres, des consequences pour la theorie de 
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Galois, puisqu’une approche classique de celle-ci est la theorie de Picard-Vessiot, qui exige 
que le corps des constantes ne bouge pas. 


0.3 Classification 

0.3.1 Relations d’equivalence 

Si Ton admet qu’une transformation de jauge rationnelle X = FY^ F G GLn{C{z)), 
n’affecte pas essentiellement la nature analytique des solutions, on est naturellement con¬ 
duit a considerer I’equation de matrice A satisfaite par X comme equivalente a I’equation 
de matrice B satisfaite par Y : A ^ B = {aqF)~^AF. C’est la notion d’equivalence 
meromorphe sur S, ou d’equivalence rationnelle. 

Si I’on veut I’implication et non I’equivalence, apparait la version moins symetrique : 
{aqF)B = AF , F G Mn{C{z)), qui donnera lieu dans [25] a une notion plus g&CTale de 
morphismes et a une version plus fonctorielle de la classification. En termes de logique, on 
pent comprendre cette egalite comme une “weakest precondition” ; quelle condition sur F 
garantit que FY est solution de (1) ? On en trouve une description plus intrinseque dans 
[21] grace a la notion de “difference modules”. 

Une autre extension de cette relation d’equivalence apparaitra lors des etudes locales : 
si I’on impose seulement a F detre mCTomorphe sur C (ou, dualement, sur S — {0}), on 
obtient encore d’utiles theoremes de rMuction qui permettront de normaliser les solutions. 

0.3.2 Riemann-Hilbert-Birkhoff 

A un systeme fuchsien en 0 et en oo, et a des solutions fondamentales X^^'^ et 
en 0 et en oo, G.D. Birkhoff associe la matrice de connexion P = dont 

les coefficients sont cjg-invariants, multivalues et peuvent etre vus comme des fonctions 
meromorphes sur C, automorphes pour le reseau (Z -|- Zr) (ou Zr agit trivialement et 
Z par monodromie). II code le systeme (1) a I’aide de P et des exposants en 0 et en oo 
et montre que Ton peut resoudre le probleme inverse dans le cas ou A(0) et yl(oo) sont 
semi-simples. 

Malgre les hypotheses fuchsiennes symetriques en 0 et oo, Birkhoff commence par 
dissymetriser le probleme, puis fait intervenir des fonctions a croissance sauvage, du type 
1-^ gi*(*-i)/2 (^yoir [23]). Selon [21], la construction de la matrice de connexion presente 
des ambiguites dans certains cas. II est en tout cas probable que la matrice de connexion de 
Birkhoff n’a pas de tres bonnes propriety multiplicatives. Ces difficultes sont surmontees 
par van der Put et Singer, qui donnent une classification dans [21]. Mais leurs briques de 
base sont des symboles formels, ils introduisent les fonctions a posteriori et I’espace sur 
lequel celles-ci vivent est assez complique. 
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0.3.3 Comment classifier avec des fonctions uniformes 

Nous montrons au chapitre 2 que nos solutions meromorphes conduisent a une matrice 
de connexion elliptique, c’est a dire a coefficients dans At(E). Notre methode fait jouer 
un role symetrique a 0 et oo et evite le recours a des fonctions a croissance sauvage. Nous 
obtenons alors le theoreme de classification des systemes singuliers reguliers (par la matrice 
de connexion, assortie des structures de Jordan en 0 et oo), ainsi que des precisions sur la 
possibilite de prescrire les poles. 

0.4 Confluence 

Pour donner un sens geometrique a ces constructions, nous etudions la classique con¬ 
fluence d’equations aux ^-differences vers des equations differentielles lorsque q tend vers 

1 . 

0.4.1 Confluence des solutions 

Nous nous restreignons pour cela au cas fuchsien non resonnant. Le systeme admet 
alors une unique solution ou G GL„(At(C)), M®(0) = In- Sous 

les memes hypotheses en oo, on introduit la solution et la matrice de 

connexion P = 

Nous supposerons que q ^ 1 le long d’une spirale logarithmique : q = q^, c’est a dire 
r = Toe, qo = ou Ton a fixe tq tel que Im(ro) > 0 et ou e ^ O"''. Les spirales et 

demi-spirales logarithmiques discretes q'^, q^ se condensent alors en des coupures spirales 
q^, q^^ de S. Nous supposons de plus que A = = In + {q — ou B. Sous des 

hypotheses appropriees, les solutions fondamentales canoniques de (1) tendent alors vers 
celles de 

(2) 5X = BX 

obtenues par la methode de Frobenius (chapitre 3). Bien que nos solutions canoniques a (1) 
soient sans monodromie, ce n’est evidemment pas possible en g&eral pour les solutions 
de (2). En fait, les spirales et demi-spirales discretes de poles des solutions de (1) se 
transforment, quand e ^ O"'', en des coupures spirales qui rendent les solutions de (2) 
uniformes. 

0.4.2 Confluence de la matrice de connexion et monodromie 

Supposons maintenant les memes conditions satisfaites en oo, et notons 
et Pf: les solutions canoniques et la matrice de connexion associees. On montre alors, au 
chapitre 4, que la matrice P^ tend vers une matrice localement constante P ; celle-ci est 
dffinie sur S prive de toutes les coupures des solutions en 0 et oo, c’est a dire sur une union 
finie d’ouverts connexes : P prend done un nombre fini de valeurs Po,---,Pr- En prolongeant 



les determinations des solutions en 0 et en oo le long de chemins qui evitent les diverses 
coupures, on conclut alors que les P~^Pj-i{l < j < r) sont les matrices de monodromie 
de (2) en les singularites autres que 0 et oo (la monodromie en 0 et oo est fournie par les 
structures de Jordan de -B(O) et P{oo)). 

Le resultat obtenu evoque d’ailleurs de fagon frappante la description du groupe de 
Galois dans [12] (pour le cas regulier) et dans [21] (pour le cas singulier regulier general). 
Ces auteurs decrivent en effet le groupe de Galois comme engendre par les P{a)~^P{b), P 
etant la matrice de connexion. Nous retrouverons dans [25] un enonce similaire, equivalent 
a celui de [12] dans le cas regulier mais malheureusement beaucoup plus complique que 
celui de [21] dans le cas general. 

0.4.3 Exemples 

Le jeu du franchissement des coupures, qui proviennent elles-memes des barrieres de 
poles, illustre a merveille le role preponderant de la geometric des poles! Ceux-ci se con¬ 
stituent en barrieres en forme de spirales logarithmiques discretes, qui se condensent, 
lorsque q ^ 1, en des coupures qui donnent lieu a des automorphismes de monodromie. 

Nous esperons de meme comprendre les automorphismes galoisiens avant confluence 
(done au niveau des equations aux (7-differences) comme des automorphismes de mon¬ 
odromie ; si nous pouvons observer de telles transformations, nous supposerons que Ton a 
tourne autour d’un point, et done qu’il y avait un point! 

Le phenomene decrit ci-dessus a d’abord ete observe sur les trois exemples decrits 
en 4.4. II pent etre agreable de les etudier en parallele avec la lecture de tout ce rap¬ 
port. Ils sont plutot une illustration de la theorie qu’une application, et sont traites “a 
la main”. D’ailleurs, comme pour les equations differentielles, on utilise dans la pratique 
des equations plutot que des systemes, on en recherche les exposants a I’aide de I’equation 
caracteristique, etc... 


0.5 Perspectives galoisiennes 

L’etude presentee id est plutot algorithmique et calculatoire; elle fait pourtant deja 
apparaitre un important soubassement geometrique. Les spirales de poles; les diviseurs 
des caracteres et des fonctions theta; le cocycle des caracteres : tout montre que la courbe 
elliptique C*/(7^ joue un role crucial. 

La confluence pent etre vue comme une situation de degenerescence de courbes ellip- 
tiques ; on I’observe deja ici explicitement en ce qui concerne la degenerescence des reseaux 
dans C. 
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Nous n’avons aucun espoir d’une theorie de Picard-Vessiot : notre corps des constantes 
est bien trop gros. Pourtant, Tapparition de defauts d’unicite dans la classification qni 
sont des matrices de GLn{C) nons laisse esperer que nons ponrrons (comme Pont fait van 
der Put et Singer dans [21]) constrnire un groupe de Galois sur C : nons verrons dans [25] 
que c’est bien le cas. 

Enfin, le role central (pour la classification) de I’uniformisation de la courbe elliptiqne 
a I’aide de fonctions theta, indiqne la possibilite d’etendre ces resultats au cas p- 
adiqne. Sur une suggestion de Yves Andre, ceci sera fait antant qne possible dans le cadre 
plus fonctoriel (en fait, tannakien) de [25]. On verra alors qu’il n’est pas indifferent d’avoir 
travaille sur le modele “multiplicatif” Q* jq^ de la courbe elliptique plutot que sur son 
modele “additif” C/(Z-|-Zr). 
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0.6 Notations generales 


On prendra garde d la convention |g| > 1 adoptee ici et qui varie d’une source d I’autre. 
On fixe^ un nombre complexe r de partie imaginaire > 0, et I’on pose q = 


Formules de g-combinatoire 

On notera p = l/q et 

ix;p)n= n 

0<k<n-l 

ix-,p)oo = ]J(1 - Xp’^) 

0<k 


Operation de 

On notera S la sphere de Riemann, c’est a dire la droite projective complexe P^C et 
TL le demi-plan de Poincare {z G C / Im{z) > 0}. 

Le groupe cyclique agit sur S par homographies z e-> qz, avec deux points fixes 0 
et oo (les seuls “vrais points” de la theorie!); il y a done des actions sur leurs voisinages 
ouverts invariants C, S — {0} et I’intersection de ceux-ci C*. 

Diverses parties (en generales finies) S C C* engendreront des spirales logarithmiques 
discretes egalement invariantes voire des demi-spirales positivement ou negativement 
invariantes g^S, g^ S, g“^5] etc... 

Si / est une fonction a valeurs scalaires, vectorielles ou matricielles sur une partie 
convenable (c’est a dire, en fait, g-invariante) de S, on note aqf{z) = f{qz). 

Corps des “constantes” 

Le changement de variables z = permet d’identifier le groupe C*/g^ a la courbe 
elliptique E = C/(Z + Zr) et (corps des fonctions meromorphes sur C* et aq- 

invariantes) a At(E) (corps des fonctions elliptiques). 

Soyons plus explicite sur ce point tres important. L’application x z = identifie 
Ai{C*) au sous-corps de At(C) forme des fonctions 1-periodiques. L’action de aq sur 
Ai{C*) s’etend a At(C) par Taction sur la variable : x x — t (qui est un relevement de 
z qz). L’invariance sous aq d’un element de se traduit done, dans Ai{C), par 

la r-periodicite; est ainsi identifie au sous-corps de Ai{C) forme des fonctions 

^Les notations liees a la variation de q sont specifiques de la deuxieme partie et seront donnees alors. 
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admettant Z + Zr pour reseau des periodes, c’est a dire au corps 7W(E) des fonctions 
meromorphes sur le tore complexe E = C/(Z + Zr) (fonctions elliptiques). 

Fonctions de base 

Elies sont issues de la theorie des fonctions theta de jacobi. La plus importante : 

= Qq{z) = {p;p)oo{z;p)oo{pz~^;p)oo 

n^Z 

D’un usage plus episodique ; 

Q^^z) = iz;p)oo = 

r>0 

La famille des caracteres est en general (mais pas toujours!) definie par 

^q,c — ^q/®q,c UVeC . ©g^c(^) — z) 

Enfin, le succedane du logarithme : 

lq{z) = Zeg{z)/Qq{z) 

Pour diverses manipulations algebriques, on aura recours aux polynomes de Newton en Iq, 
que nous noterons ; 

■ 0<i<A:-l ^ ^ 

Corps de fonctions 

De fagon generate, nous noterons M{X) le corps des fonctions meromorphes sur une 
surface de Riemann X. 

II y a tout d’abord les trois corps de coefficients : 

k = C{z) C ko = M{C) Ck'o = C({4) 

ainsi que koo et k(,^ definis de maniere evidente en posant w = Ijz. Ces sorps admettent 
les extensions : 

Lo = ko(0g, (0g,c)cGC*) C Lq = ko(0g, (0q,c)cGC*) 
et les sous-extensions (plus utiles) 

~ ko(^g, (C(jr,c)cGC* ) C Kg = kg(/g, (eg^c)cGC*) 

Notons les inclusions kg C Kg C Lg C At(C*). 
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Matrices 

Matrices servant a la reduction de Jordan : 




/A 

1 

0 

... 0 

0\ 




0 

A 

1 

... 0 

0 



m — 






{taille m) 



0 

0 

0 

... A 

1 




\0 

0 

0 

... 0 




/m 

iw 


lim- 





II 

•Gg 

II 

0 

lio) 


lim- 

2) 


1 

” M 

n ii-i)=[ 


V 0 

0 


/(o; 

1 



0<i<k-l 


Dans cette derniere, I sera en general instancie par Iq. 


A: G N 


Matrices servant a des algorithmes de reduction du type pivot de Gauss ; 



/I 

0 

... 0 

... 0\ 


/I 

0 

... 0 ... 

0\ 


0 

1 

... 0 

... 0 


0 

1 

... 0 ... 

0 

T — 

-^2,a — 

Oi\ 

02 

... (Xi 

(Xqn 


0 

0 

V 

0 


u 

0 

... 0 

... i) 


\0 

0 

... 0 ... 

1/ 


Enfin, matrices servant a la reduction de Jordan “renormalisee” au ctiapitre 4 : 


L 


/ 

c,m 


Ici, r] = q — 1. 


0 if 

\0 0 


if J 




r]lc^m) 


/A fi 0 
0 A 


0 0\ 
0 0 





0 0 0 
Vo 0 0 


A 

0 A/ 
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Solutions canoniques et 
classification 
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Chapitre 1 


Theorie de Frobenius : 
construction de solutions locales 

1.1 Theorie des fonctions 

On definit dans ce chapitre un catalogue de fonctions^ de base, dont on etablit les 
proprietes necessaires (analyticite, poles, equations fonctionnelles...). Le but est essen- 
tiellement d’avoir des fonctions jouant un role analogue a celui de de log(2;) et de dans 
le cas des equations differentielles lineaires. Mais nos fonctions de base n’ont pas de rami¬ 
fication ; elles sont toutes dans At(C*). 

Avec les germes de fonctions holomorphes, elles serviront a construire les solutions 
au voisinage de 0 des equations aux g-differences fuchsiennes, et, plus generalement, sin- 
gulieres regulieres (cf. Introduction). Nous parlous de germes, car c’est la forme que nous 
presctivons a priori pour plagier la methode de Frobenius; en realite, il apparaitra a pos¬ 
teriori que I’on obtient des coefficients meromorphes sur C*. 

1.1.1 0+ et Qg 

On introduit, classiquement la fonction theta {voir [14], [23], [24]) : 

(1.1) 0,(2) = j;(-l)”«-°^2” 

n^Z 

File est holomorphe sur C* et verifie les equations fonctionnelles : 

Qqiqz) = -qzQgiz) 

'^Ici, fonctions de 2 seul : le comportement en fonction de q sera etudie aux chapitres 3 et 4 
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Outre les deux equations ci-dessus, elle possede de nombreuses propriety multiplicatives, 
dont la plus notable est la formule du triple produit de Jacobi (pour les notations, cf. 
Introduction) ; 

(1-2) 0g(z) = (p;p)oo(z;p)oo(pz~^;p)oo 

En vue de I’etude des exemples, aux chapitres 3 et 4 (deformation de (1 — zf zq)^)^ on 
notera alors 

0q{z) = {z;p)oo = n(l “ 

r>0 

Celle-ci est caracterisee par I’equation fonctionnelle : 

0q{<iz) = {l-qz)0-^{z) 

Les zeros de 0^ (resp. de 0^) sont simples; ce sont les elements de (resp. de q^). 

Les changements de variable q = ramenent 0^ aux functions theta 

classiques de Jacobi. Cela sera exploite aux chapitres 3 et 4 pour etudier la dependance 
en q des solutions d’equations aux g-differences. 

1.1.2 Caracteres 

Nous nommerons caracteres les analogues, dans notre theorie, des functions z^ de la 
theorie classique des equations differentielles. Un caractere d’exposant c est une solution 
meromorphe dans C* de I’equation fonctionnelle : 

(^qf = cf, (c e C*) 

Notons qu’il suffit d’exiger que / soit meromorphe dans un voisinage epointe de 0 dans 
C* ; la relation f{z) = cf{z/q) permet alors de prolonger / recursivement en un unique 
caractere. 

II decoulera de 1.1.5 que Lon ne peut choisir les Cq^c dans C{{z}), mais cela se voit 
aussi directement par I’unicite de la serie de Laurent. 

L’equation fonctionnelle de 0^ fournit une famille de caracteres au comportement 
“raisonnable” en 0 : on pose Cq^c = 0q/0q,c, ou Ton a note Qq^dz) = Qq{c~^z). De 
I’egalite Gq^dqz) = —qc~^zQq^dz) s’ensuit alors que Cq^c est un caractere. II verihe en 
outre I’equation fonctionnelle : 

eq^d'^/z) = cjcq^dcz) 

Son diviseur des zeros et des poles (sur C*)^ est 

divc.(%.) = 

_ nSZ ndZ 

^Exceptionnellement, nous melangeons la notation additive des diviseurs avec la notation multiplicative 
de C*, ce qui peut preter a confusion. Par la suite, nous ne considererons que des diviseurs sur E et nous 
nous en tiendrons a la notation additive. 
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En tant que fonction automorphe pour Cq^c a egalement un diviseur des zeros et des 
poles sur le tore E = Q>* jq^ = C/(Z + Zr) : 

divE(e5,c) = [0] - [c] 

ou c designe la classe de c dans E. 

Les relations en famille entre les nous seront egalement utiles : 

eq,i{z) = z 

— C Zeq^c(z) £ C ZCg^dz') 
eq,c-^{z) = l/eq^c{cz) = C"^eq,c(l/^) 

Le choix d’une famille de caracteres est une etape pas du tout innocente et qui appelle 
quelques commentaires. 

1. L’algorithme de r&olution locale d’une equation aux (7-difFerences fuchsienne en 0 
(cf. section 1.2) est independant du choix d’une famille particuliere de caracteres 
indexee par C*. Cette liberte de choix sera exploitee au chapitre 3 pour controler la 
polarite des solutions. 

2. Une famille un peu plus compliquee aurait donne la relation un peu plus agreable : 
^q,qciz) = zeq^c{z)- C’est le cas, par exemple, si Ton prend 

Qq{z)Qq{cZ^) eqc-i{z) 

Qq{cz)Qq{z^) eq^c-l{z^) 

(variante : On ne pent malheureusement pas faire beaucoup plus simple! 

En revanche, il ne nous est pas possible d’exiger la relation encore plus agreable : 
Gq,ceq,d = Sq,cd pour c, d £ C* ] ceci, contrairement aux axiomes imposes a la famille 
des symboles e(c) dans [21],p. 150. 

Soit en effet une famille de caracteres e[. satisfaisant cet axiome. Alors la fonction 
fc = e'^jeq^c est invariante sous aq et peut done etre consideree comme une fonction 
elliptique. De plus, fcfd/fcd = ^q,cdl^q,c^q,d par hypothese. Le diviseur de cette fonc¬ 
tion sur E est [c] + [d] — [0] — [cdj. A un element c G C*, on associe le diviseur de degre 
0 sur E : [c] — [0] — divE(/c) G Div'^i^). L’application C* ^ Zliu'^(E) ainsi definie 
est alors un morphisme de groupes (a cause de I’egalite ci-dessus). II est done trivial, 
puisque la source est un group e divisible et le but un group e abelien libre. Mais, en 
le composant avec I’epimorphisme d’evaluation Div^{Ei) E, 

(dont le noyau est forme des diviseurs des fonctions elliptiques et contient done en 
particulier divE(/c)), on obtient la projection canonique de C* sur C* contra¬ 
diction. 
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Un peu plus directement, on pent dire que c divE(ec) serait un morphisme de 
groupes C* ^ done trivial; mais en meme temps, cliaque divE(ec) doit etre 

equivalent a divE(eq^c), contradiction. 

En fait, il est facile de voir que I’application (c, d) ^ eq^c&q 4 /eq,cd (mod C*) est bien 
definie et que e’est le cocycle associe a la suite exacte (non scindee!) ; 

{1} ^ Af(E)/C* ^ Z)iu°(E) ^ E ^ {0} 

{voir [7]). De plus, toute famille de caracteres definit un cocycle equivalent. 

3. Du point precedent, il decoule que I’extension de C engendree par les eq^c&q,d/&q,cd 
est transcendante. Elle n’est pas necessairement egale a A^(E) ; par exemple en 
prenant les e{.(z} = eqy{z‘^) {c' etant une racine carree arbitraire de c), on obtient 
la periode r/2 et il est facile de realiser ainsi toutes sortes d’isogenies. Le theoreme 
de Riemann-Hurwitz {voir par exemple [10]) nous garantit que le corps obtenu est 
de genre 0 ou 1. J’ignore s’il est possible d’obtenir le genre 0. 

1.1.3 “Logarithme” 

Pour prendre en compte la partie unipotente des equations aux g-differences, nous 
aurons besoin, en parfaite analogic avec le role du logarithme dans la theorie classique des 
equations differentielles, de resoudre I’equation (non homogene!) ; 

(1-3) aqf = f + l 

Comme pour les caracteres, on obtient une solution a croissance “raisonnable” en 0 
a I’aide de la fonction 0g. Derivant logarithmiquement I’equation fonctionnelle satisfaite 
par 0g, on trouve 

Q®'q{Qz)/Oq{qz) = I/Z + Q'q{z)/Qq{z) 

Ceci conduit a introduire la solution : 

lq{z) = zQ'q{z)/Qq{z) 

De la formule du triple produit, on deduit un developpement de Iq en une serie con- 
vergeant normalement sur tout compact de C* — : 

lq{z) = -q-^z/{l - q-^z) + Y 

r>0 r>l 

Outre I’equation requise, le “logarithme” Iq verifie 

lq{l/z) = 1 - lq{z) 

Il est holomorphe sur C* — q'^ et admet des poles simples sur q'^. 
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En vue de I’etude des exemples, aux chapitres 3 et 4 (deformation de log(l — zIzq)), 
on considere egalement la partie holomorphe en 0 de Iq : 

Elle est holomorphe sur C* — , et s’y developpe en une serie normalement convergente 

sur tout compact ; 

lg{z) = -q-^zl{\ - q-^z) 

r>0 

Ses poles sont simples, ce sont les elements de . Elle satisfait aux relations 

- ^^( 1 /^) + 1/(1 - 

iqz) = -<1 ^/(1 - <1Z) + Iq {z) 

Cette derniere relation, avec I’egalite /^(O) = 0 et I’holomorphie (ou meme simplement 
la continuite en 0!), caracterise Iq . Donnons enfin son developpement en serie entiere au 
voisinage de 0 (de rayon de convergence 1) : 

i,(2) = ^ -«”27(9” - 1) 

n>l 


1.1.4 Les constantes 

Dans cette section et la suivante, on note kg le corps C({2:}) des series de Laurent 
en 0, et Lg I’extension de kg engendree par les Qq^c (c G C*) et 0^. Les elements de Lg 
sont done des germes de fonctions meromorphes sur des voisinages epointes de 0 dans C*. 
On va etudier le sous-corps (Lq)°''J des “constantes” de Lg, e’est a dire des invariants sous 
Taction canonique de aq. Un germe / G (Lg)'^« est tel que f{z) = f{z/q), ce qui permet 
recursivement de le prolonger en une function meromorphe sur C*, d’ou un morphisme 
injectif ; (Lg)'”'? ^ A4(C*)'”'? : on va voir que e’est en fait une egalite. 

On a vu dans Tintroduction comment I’application x z = permet d’identifier 
A4(C*)‘”'? au sous-corps de A4(C) forme des fonctions admettant Z -|- Zr pour reseau des 
periodes, e’est a dire au corps A4(E) des fonctions meromorphes sur le tore complexe 
E = C/(Z -|- Zr) (fonctions elliptiques). 

Reciproquement, la theorie des fonctions elliptiques ([18], [19] p. 24, [29] p. 474) nous 
dit que tout element / de A4(E) est, a un facteur constant pres, de la forme 

ni<»<r 0i{x-ai) 
ni<i<r 0i{x-Pi) 

Dans cette ecriture, X]i<i<r[®*] “ X[i<i<r[/^*] relevement dans C de divE(/) 

choisi de sorte que ~ Yli<i<r Modulo Tidentification ci-dessus, cela signifie 
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que tout element de M.{C*Y’i est, a un facteur constant pres, de la forme 


ni<i<r 

ni<i<r 

oil ni<i<r®* ~ montre que A^(C*)”'« = (Lg)'^i et que ce corps des con- 

stantes est engendre par les produits de cette forme. 

On volt meme, par recurrence sur r, que Ton peut se restreindre aux &q,a&q,b/&q'3>q,ab- 
Si Ton a fait les choix standards = &q/&q,c, on en deduit que les &q^abYq,a^q}> 
{a,b £ C*) sont une famille de g&erateurs. 

Introduisons a present 

- L’extension Kq de kg engendree par les Cg^c (c G C*) et Iq ; 

- I’extension Kq de ko = M.{C) engendree par ces memes elements : Kq est done un 
sous-corps de Kg. 

On peut d’ailleurs se restreindre aux c 7^ 1 et tels que 1 < |c| < |g|, car et 
les Sq^qc/eq^c sout daus ko- Nous donnerons au 1.1.5 une vue d’ensemble des proprietes 
algebriques de ces deux corps, a I’exception de I’etude de leurs automorphismes qui sera 
abordee dans [25]. 

On montrera au 1.2.4 que les coefficients des solutions locales en 0 des equations aux 
(/-differences fuchsiennes en 0 peuvent etre reclierctiees dans Kg, et que I’equation fonc- 
tionnelle assure alors a posteriori qu’elles sont en fait a coefficients dans kg. 

Les corps Kq et Kg sont des sous-corps de L. Sous I’liypothese d’un choix standard des 
caracteres, il r&ulte de ce qui precede qu’ils contiennent A1(E) et sont done des extensions 
de L”"®. On en deduit la 

Proposition 


Tons ces corps de constantes sont egaux au corps des fonctions elliptiques : 


(Kor« = (K'= (L'r^ = M(E) 


□ 

1 . 1.5 Relations algebriques 

Les relations Qq^c = ^q,cQq et {Qq)'{z) = lq{z)Qq{z) / z montrent que Lg = KQ(0q). 
Cette extension est transcendante pure : 


20 



Proposition 1 


&q est transcendant sur Kg (et done sur Kq^. 
Preuve 


Elle repose sur les proprietes de croissance de 0^ au voisinage de 0 {voir [23]). Mais 
ici, comme dans les demonstrations qui suivront, on a donne aux arguments une allure 
plus algebrique qui devrait en faciliter la reutilisation. 

En iterant I’equation fonctionnelle, on voit que Qq{q~^z) = (— 

Par ailleurs, pour un element / G Kg et un zq G C* convenable fixe, la suite des 
f{q~^zo) a une croissance au pire simplement exponentielle, comme on le voit en con- 
siderant separement les series de Laurent des elements de kg, des caracteres et de Iq. 

Si 0q etait algebrique sur Kg, on aurait Qq G Kq[0“^], et, fixant zq G C* — q'^, la 
relation ecrite plus haut entrainerait = 0{q^"') pour une certaine constante C, ce qui 
ne se peut. □ 

Nous aurons besoin, pour le cas unipotent, d’introduire la notation 

■ 0<i<A:-l ^ ^ 

(k) 

Par convention, Iq = 0 pour /c < 0. La formule de Pascal pour les coefficients binomiaux 
montre que, quelque soit k ^ Z, aqlq^^ = Iq^^ + Iq^ Outre son application ci-dessous, le 
theoreme qui suit est fondamental pour la resolution des systemes aux g-difFerences. 

Theoreme 

(k) ^ ^ 

Les Iq (k > 0) sont lineairement independants sur kg ; autrement dit, Iq est transcen¬ 
dant sur kg. 

Preuve 


Supposons donnee une relation 

ou /o,...,/fc G et oil /c est minimum. On applique aq — Id aux deux membres de cette 
egalite, et Ton trouve : 

0<i<A: 
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Par minimalite de k, (Jqfk ~ /fc = 1 (sinon, on en tirerait une ecriture de 4^^ comme kg- 
combinaison lineaire des lq \ i <k). Mais cette equation est impossible avec /fc G kg. □ 

Corollaire 


Les seuls camcteres de kQ(/g) sont les cz^ (c G C*, n G Z) 

Preuve 


Un element / G kQ(/g)* s’ecrit, de fagon unique, / = uA{lq)/B{lq), ou m G (kg)*, et ou 
A,B G kg[X] sont des polynomes unitaires et premiers entre eux. 

Si maintenant aqf = cf {c G C*), la transcendance de Iq sur kg entraine la relation 
formelle : 

{aqu)A^‘>{X + 1)/B^'^{X + 1 ) = cuA^‘>{X)/B^^{X) 

dans laquelle P^‘> designe le resultat de I’application de aq aux coefficients de P G kQ[X]. 
Vues les hypotheses sur A et B, on a alors 

/ 

GqU — CU 

< + 1) = A{X) 

+ 1) = B{X) 

La premiere egalite montre que u G C*z"' et c = pour un n G Z (car u est une serie 
de Laurent '^UkZ^ et il s’agit d’identifier terme a terme '^UkQ^z^ = Y^cukZ^). On n’a 
done plus qu’a prouver que la deuxieme egalite entraine que vl = 1, le cas de B etant le 
meme. 

Mais, si = X'^ + aX'^~^ + ..., ou d > 1, on voit que aqU = a + d, ce qui est tout a 
fait impossible pour un element a de kg (I’identification des series de Laurent donnerait, 
pour les termes de degre 0, oq = oq + d). □ 

Revenant a la structure algebrique de Kq et Kg, on va a present demontrer que toutes 
les relations algebriques entre les Cq^c sur kg(/g) decoulent de leurs relations multiplicatives. 
C’est une consequence immediate du 

Lemme 


Soient /i, ...,fr des fonetions meromorphes non nulles sur un voisinage epointe de 0 
dans C*. Soient ci,...,Cr des elements de C* deux d deux non congrus modulo le sous- 
groupe . On suppose que Uqfi = Cifi (et done fi G A^(C*), pour 1 <i <r. Alors les fi 
sont lineairement independants sur kQ(^g) 
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Preuve 


Dans le cas contraire, on aurait une relation 

Plilg)h + ...+Pr{lr)fr = 0 

les Pi etant des elements non tons nuls de kg[X]. Si r = 1, la conclusion est triviale, si 
r = 2, elle decoule du lemme precedent. 

Dans le cas general, on peut supposer la relation de taille minimale et les Pi tous non 
nuls. Appliquant aq, on en tire une nouvelle relation 

Pl{^q + l-)ci/l + ... + Prilr + l)Cr/r = 0 

necessairement proportionnelle a la premiere (sinon on en obtiendrait une plus courte par 
elimination). 

Mais ceci signifie exactement que, pour 1 < i < j < r, 

m/Pq){lq)r<^ = {Cq/Ci){P,/Pq){lq) 

et entraine, d’apres le lemme 1, que Cj = Cj (mod q^), contredisant I’liypothese. □ 

La preuve de ce “lemme d’independance des caracteres” a la Artin permet en fait de 
donner des g&erateurs de toutes les relations entre les fi. 

Proposition 2 


Supposons : \eq^ci---&q,cr = ^q,d^_---eq,ds> ^u, pour l<i<retl<j<s, ouaci^l, 
dj ^ 1 et Ci ^ dj. Alors, r = s, et, d reindexation pres, di = q^^Ci (1 < i < r), avec 
mi + ... + mr = 0 

Preuve 


La consideration des diviseurs de zeros et de poles montre que 

E (PI - H) = E (PI - rai 

l< 2 <r 

d’ou r = s et, a reindexation pres, di = q^^Ci (1 < i < r). 


On prouve alors par recurrence, a partir des relations donnees au 1.1.2, que 

/ \m m(m—l)/2 

^q.q'^c = ( — CiZ) q ^ Cq^c 
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d’ou Ton tire : 




L’egalite mi + ... + = 0 vient alors immediatement. 


Reciproquement, on voit que ces relations entrainent I’egalite de depart avec 

l<i<r 


□ 


1.2 Forme generale des solutions an voisinage de 0 

1.2.1 Preliminaires 

Afin de mettre en valeur le caractere essentiellement algebrique et algorithmique de la 
resolution locale, nous presenterons celle-ci de fagon quelque pen axiomatique dans section 
1.2 seulement. 


On se donne done une extension K de kg = C{{z}) munie d’un automorphisme 
etendant aq, que Ton notera simplement a] celui-ci agit done egalement sur et sur 
GLn(K)- On exigera que K contienne ; 

- pour chaque c G C*, un element Cc G K* tel que aCc = ecc 

- un element I tel que al = I + 1 (et done I G K*) 

Le corps K, I’automorphisme a et les symboles Cc et I peuvent etre respectivement 
instancies par Kg, cjg, les Cg^c et Iq etudies au 1.1, mais ce n’est pas fondamental, le 
contenu de cette section etant plutot de nature algebrique. Cependant, les raisonnements 
du 1.1.5 s’appliquent sous les seules conditions ci-dessus. Par exemple, ni I ni les Cc ne 
sont elements de kg et I est meme transcendant sur kg. On introduit encore 

n ('-')=(() 

0<i<A:-l ^ ^ 

Les k G N sont done lineairement independants sur kg. 


On etudie le systeme aux g-differences lineaire homogene 
(1.4) o-A = AX 

dans lequel A G GLn(C{z}) (en particulier, A(0) G GLn(C)).On recherche des solutions 
vectorielles X G S’il y en a suffisamment, on pent former un “systeme fondamental 
de solutions” et done aussi une “solution fondamentale”, e’est a dire une solution ma- 
tricielle X G GL„(K). Toute autre solution X' de la meme equation s’ecrit done XV 
avec V G GL„(K). Mezalor, les egalites A = (o'X)X~^ = {aXV){XV)~^ montrent que 
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aV = V, autrement dit, V est a coefficients dans le corps K®" des invariants de K sous 
Taction de cr : ce corps tient lieu de corps des constantes de la theorie. 

La methode de resolution s’apparente a la methode de Frobenius pour les equations 
difFerentielles ([16], [28]) ; notion d’exposant; methode des coefficients indetermines pour 
la resolution formelle dans le cas non-resonnant; methode des majorants pour etablir la 
convergence; genericite du cas semi-simple, ou I ne joue aucun role. 

La resolution est entierement algorithmique et fournit, dans tons les cas, un systeme 
fondamental de solutions sous une forme analytique precise. On donnera au 1.3 une version 
matricielle de la resolution, permettant, dans le cas non-r&onnant, le choix d’une solution 
fondamentale canonique. 

1.2.2 Resolution dans le cas non-resonnant 

On notera dans cette section A{z) = tIq + Aiz -T A 2 Z^ -T .... Ainsi, les A^. sont elements 
de Mn(C) et Aq = A(0) G GLn{C). 

On fixe une norme quelconque sur C”, que Ton note || ||, et Ton note de la meme fagon 
la norme subordonnee sur M„(C), definie par ||il|| = sup{||i?A|| / A G C” , ||A|| = 1}. 

On fera, dans cette section, Thypothese de non-resonnance suivante ; 

Soient A / ^ G Sp{Ao) deux valeurs propres distinetes de Aq ; alors X ^ p (mod q'^) 
(mppelons que X , p £ C*). 

Cette hypothese sera levee a la section 1.2.3. File est analogue a la condition classique 
de non-resonnance pour les equations difFerentielles lineaires (valeurs propres distinetes ne 
diffCTant pas d’un entier). On admet cependant la possibilite de valeurs propres multiples : 
outre les caracteres, elles feront apparaitre des “logarithmes” I dans les solutions. 

Theoreme 


Soit c G Sp{Ao) une valeur propre de Aq (de sorte que c G C*). On decompose le 
sous-espaee caracteristique assoeie de C” en sous-espaces cycliques : 

Eq ~ El 0 ... © Fj- 

de dimensions fi = dimcFi. A tout choix de vecteurs cycliques des Fi est alors eanonique- 
ment assoeie une famille {&cYc,i,j)i<i<r,o<j<fi de solutions C{{z})-lineairement independantes, 
ou 

Fe,*,, G ^(C({4)/W)C- 

A:=0 
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Pour prouver ce theoreme, on opere le changement d’inconnue X = CcY, qui ramene 
a I’equation aY = c~^AY. Si Ton prend pour c I’un des exposants en 0, c’est a dire un 
element de 5p(ylo)) cela revient done a supposer que I’exposant considere est c = 1, ce 
que nous ferons jusqu’a la fin de la preuve. L’hypothese de non-resonnance nous dit alors 
qu’aucun g"- (n G Z — {0}) n’est valeur propre de Aq. 

Lemme 1 


On se donne 

Y = Yo + zYj + ... G (C{4r 

Soit Xq G tel que Xq = AqXq — Yq. L’equation aX = AX — Y admet alors une unique 
solution formelle 

X = Xo + zX, + ... G (C[[z]]r 
De plus, cette solution converge. 

Preuve du lemme 1 


Elle comporte les deux etapes habituelles ! 

- Premiere etape : existence et unicite formelles. 

L’equation se reecrit : 


Vm > 0 , q’^X^ = Y, AiXj - Ym 

Pour m = 0, c’est la condition posee en hypothese. Pour m > 1, cela equivaut a 

m 

{q^Idn - Ao)X^ = Y A^Xm-i - Ym 

i=l 

L’hypothese de non-resonnance nous garantit alors precisement I’existence et I’u- 
nicite d’un tel X^ G C”. On conclut, par recurrence, a I’existence et a I’unicite 
d’une solution formelle 


X = Xo + zXi + ... G {C[[z\]T 


- Deuxieme etape : convergence de la solution formelle; bien sur, par la methode des 
series majorantes! 
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On notera id Xm = ||-^m|| , Hm = 
\\{q^Idn —Aq)~^\\. Comme lim bm = 

ra^oo 

On a alors, pour m > 1 : 


||i^m|| , am = Mmll et, pour m > 1, bm = 
0, on pent de plus introduire b = sup 6m < oo. 

m>l 


m—1 

&(E am—jXj “1“ Vm) 

J=0 

On introduit la suite des majorants Xm en posant xq = xq et, pour m > 1, la relation 
de recurrence : 

m—l 

Xm — 6( ^ ^ Clm—jXj + Urn) 
j=0 

On a ainsi Vm G N , 0 < Xm < Xm- La serie generatrice X{z) = majore 

Elle est, de plus, solution de I’equation 

X{z) = xo + b^ VmZ^ + aiz'')X(z) 

m>l i>l 

C’est done le developpement en serie entiere a I’origine de la fonction holomorphe 

. _ xo + b^^^^vmz^ 

l-zE^>oW^ 

Le rayon de convergence de celle-ci est non nul, il en va done de meme de la serie 
majoree X{z) ; ceci entraine bien la convergence de Ylm>o ^ 

Remarquons que le lemme, applique au cas F = 0, permet de prolonger tout vecteur 
propre Xq de Aq en une solution convergente X = Xq + zXi + ... de aX = AX : il regie 
done compldement le cas ou Aq est semi-simple. 

Lemme 2 

On se donne , ... , Xq '^ G C” tels que 

or=Aoxr 

=Aoxr - jf*'-" (1 < t < j) 

Il existe alors une unique solution X = + ... + PX^A I’equation aX = AX oil 

chaque X^A g (C{z})^ (0 < k < j) est convergent et de la forme X^A = -|-.... 

Preuve du lemme 2 
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Remplagant X par I’expression prescrite, et utilisant la C({ 2 ;})-lineaire independance 
des , on est ramene au systeme d’equations : 

aX{0) = AX® 

(tX® = AX® - il<k< j) 

On determine X^'^) en appliquant le lemme 1 avec Xq = Xq^^ et X = 0. On determine de 
meme X^^ (1 < A: < j) en prenant Xq = Xq^^ et X = —aX^^~^\ □ 

On pent maintenant reprendre la preuve du theoreme. On choisit dans chaque Fi 
(1 < i < r) un vecteur cyclique Xq\ Autrement dit, (Aq — /(in)-A'XQ*^ = 0 et les 
Xq*’^^ (0 < k < fi — 1) torment une base de Fi. On applique 

alors le lemme 2 successivement pour chaque i G {1,r} avec j = /* — 1 et Xq^^ = Xq*’^^ 
{0<k<fi- 1). 

L’independance lineaire sur C({z}) des solutions ainsi obtenues decoule facilement de 
celle des et de la C-independance lineaire des termes constants. Ceci acheve la preuve 
du theoreme. □ 

Corollaire 


On obtient ainsi un systeme fondamental de solutions. 

En effet, lorsque c varie dans Sp{Ao), leur nombre total obtenu est J2dim{Ec) = n et 
leur independance lineaire se deduit du lemme 2 de 1.1.5. 

Remarque 


On a utilise en fait la propriete suivante, un peu moins forte que la non-resonnance : 
aucun (n G N — {0}) n’est valeur propre de Aq. II s’ensuit que les arguments de cette 
section s’appliquent en fait a tout exposant c tel que cq , cq^ , ... ne sont pas exposants 
sans qu’il soit besoin d’appliquer I’algorithme de preparation de la section suivante. 

1.2.3 L’algorithme de preparation 

On leve ici I’hypothese de non-resonnance ; les valeurs propres de Aq sont quelcon- 
ques (non nulles!). On utilisera des transformations de jauge X = MY qui remplacent 
I’equation aX = AX par I’equation aY = BY oh B = AM. 

Theoreme 


En alternant des transformations de jauge a matrices eonstantes Qi , ... , Qr ^ 
GLn(C) et a matrices de “shearing” (voir ei-dessous) Si , ... , Sr, on ramene I’equation 
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en X a une equation non resonnante a I’origine en Y , oy X = QiSi ... QrSrY. 


Preuve 


Supposons que Sp{Aq) contienne une classe non triviale modulo : {c , ... , eg™'} 
(m G N*). 


II existe une matrice Q G GLn{C) telle que Ton peut ecrire 


Q 


fao 0\ 

V 0 do) 


ou le bloc ao est triangulaire superieur, de taille p et n’a que des eg™ sur la diagonale 
et le bloc do est triangulaire superieur, de taille n et n’a aucun eg™ sur la diagonale. On 
introduit la matrice dite de shearing (e’est a dire, de cisaillement) {voir [28], p.94) 


fzidf, 0 \ 

V 0 Id^,) 


Ecrivons maintenant, avec des blocs de tallies correspondantes. 




de sorte que 

L’hypothese faite sur Q~^AoQ montre que les coefficients de b' (et, de fagon evidente, 
ceux de a' , c' , d') appartiennent a C{z}. Le terme constant de Bq est done de la forme 


fq ^ao * \ 

V 0 do) 


Ainsi, le spectre de Bq est le meme que celuui de Aq, 
qui ont ete remplaces par cq^~^. 


sauf en ce qui concerne les eg™ 

□ 


On voit meme que le nombre r d’etapes QS necessaires est majore par la somme des 
{card{Ci) — 1) ou les Ci sont les classes d’exposants modulo g^. 

Remarque 1 


A cause de la necessite de cette preparation, il semble difficile de prevoir sur la forme 
d’une matrice quelconque la presence de contributions “logarithmiques” dans les solutions. 

Exemple 1 
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A = 


q z 
0 1 


An = 


q 0 
0 1 


On prend Q = Id 2 et 
5 = 


z 0 
0 1 


B = {aiQS))-^A{QS) = 


-1 


1 q 
0 1 


= Bn 


La solution d’exposant 1 comportera done une partie logarithmique. On obtient comme 
matrice fondamentale (cf prochaine section) : 


1 zl/q 

0 1 


Exemple 2 

A' = 

La meme transformation donne 


q z 

0 1 


A' - 


q 0 
0 1 


B' = (a(Q5))-iA'(Q5) = 


Done Bq = Id 2 : la solution d’exposant 1 ne comporte pas de partie logarithmique. On 
obtient comme matrice fondamentale : 

1 z‘^l{q‘^-q) 

0 1 


Remarque 2 


En revanche, I’algorithme de preparation ne modifie pas les poles de A(z) dans C*, 
dont on verra qu’ils sont determinants pour comprendre la signification geometrique des 
solutions. 

De meme, le spectre de Aq ne changeant pas modulo la partie “caracteres” des 
solutions n’est pas essentiellement affectee (a equivalence meromorphe pres). 

1.2.4 Solutions canoniques, matrices fondamentales 

Dans le cas non-resonnant, on a construit une base de K” formee de solutions de 
I’equation aX = AX. Cette base est uniquement determinee par la donnee d’une decomposition 
de chacun des sous-espaces caracteristiques Ec C C” (c G Sp{Ao)) en sous-espaces cy- 
cliques et du choix d’un vecteur cyclique pour chacun de ces derniers (ceci, pour Taction 
de Tlo sur C^). 
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Mais ces donnees equivalent en fait a la mise de Aq sous forme de Jordan : 


0 ... 0 \ 


Qq ^AqQq — 


0 

C2^1,m2 




V 

0 

0 

^kCl,mk / 


/A 

1 

0 

o 

o 



0 

A 

1 

... 0 0 


> 

II 

0 

0 

0 

... A 1 

(taille m) 


\0 

0 

0 

... 0 A/ 


Le choix de blocs de la forme c^i,m 

au 

lieu 

des habituels ^c,m est rendu possible par cette 


circonstance que les exposants q ne sont pas nuls. 


Les colonnes de Qo sont les vecteurs attaches aux divers blocs. Leurs prolonge- 

ments holomorphes +... construits a la section 1.2.2 sont les colonnes d’une 

matrice Q = Qo + zQi + ... G GLn{C{z}). Les resultats de 1.2.2 prennent la forme ma- 
tricielle suivante. Notant X la matrice solution fondamentale dont les colonnes sont les 
solutions Xi ,;... , X„ construites en 1.2.2, on a : 



^ J'mi 

0 . 

.. 0 \ 

/ 

X = Q 

0 

Lm2 

.. 0 



V o' 

0 . 


V 


On a ici introduit les “blocs logarithmiques” 






3 

II 

II 

0 

m . 

l(m-2) j 

V 0 

0 . 

: o' 


0 

Ccfc Jmfc/ 


II sera parfois commode d’ecrire Q = QqH, oh H £ GLn{C{z}) et H{0) = On 
pent alors synthetiser les resultats obtenus en un 


Theoreme 


A toute decomposition de Jordan de Aq de matrice de passage Qq est associee une 
matrice solution fondamentale X = QqHLC £ GLji(K) de I’equation aX = AX, oil : 

1. H £ GLn{ko) et H{0) = Idn 

2. L est une diagonale de blocs logarithmiques dont les tailles sont celles des blocs 
de Jordan 
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3. C est une diagonale de caracteres Cc, correspondant aux exposants c G Sp{Ao) de 
requation d I’origine. Les matrices L et C commutent. 


L’ecriture qui precede est valide dans le eas non-resonnant. Dans le cas general, eette 
ecriture doit etre preeedee de QiSi...QrSr, oil les Qi G GLn{C) et oil les Si sont des 
matriees de shearing 


Si 


(zldf,^ 0 \ 

V 0 Id,J 


II sera important de differencier la partie meromorphe en 0 de la solution, c’est a 
dire QqH, de la partie “log-car”, dont les coefficients sont des combinaisons lineaires des 
caracteres Cc sur C[/]. Outre la commutation de L et C, cette partie est solution d’une 
equation aux g—differences dont la matrice est une matriee de Jordan arbitraire : en effet, 
avec les notations ci-dessus, {aL)L~^ est la diagonale de blocs {aC)C~^ 

est la diagonale de blocs (diagonaux!) cilmi,---,cklmk- Reciproquement, il est clair que la 
donnee de cette matrice de Jordan specifie completement LC. 

Nous appellerons solutions canoniques les solutions ainsi construites. Elies sont au 
moins aussi canoniques que les bases utilisees pour obtenir une decomposition de Jordan; 
dans le cas semi-simple, on pourra les rigidifier un peu plus en introduisant une relation 
d’ordre arbitraire entre les valeurs propres, c’est a dire sur C*, voire sur C*/g^. 

Remarque 


Le “Pochhammerien” det(X) prend la forme A x x ni<i<r eci , A G C*. Ceci 

est compatible avec I’equation (T(detX) = (det ^)(det X); mais ce n’est en general pas 
une solution canonique! Par exemple, si A est la matrice constante diag(c, d), on trouve 
CcCd au lieu de Ccd- Cette difference est essentielle dans le cas ou les Cc sont realises par de 
“vraies fonctions” (voir les remarques a la fin de 1.1.2). 

1.3 Solutions canoniques dans le cas non-resonnant 

Modification de la notion de solution canonique 

Nous reprenons id les notations concretes de notre situation, ou les symboles I, Cc, 
etc... sont instancies par les fonctions Iq, Cq^c, etc... 

On a vu ci-dessus que la construction d’une “solution canonique” X = QqHLC 
meromorphe dans un voisinage epointe de 0 dans C* dependait tout de meme du choix de 
la matrice de passage Qo a la forme de Jordan, Jq. Nous allons expliciter cette dependance. 

On pent toujours imposer une forme normale de la reduite de Jordan en supposant 
les exposants tels que 1 < c < |g| (en vertu de la relation Cq^qc G C*zeq^c) et ranges selon 
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un ordre total arbitraire defini sur C* jq^ ; et que les blocs de Jordan correspondant a un 
meme exposant sont ranges par ordre croissant de tallies. 

Si Ton prend une autre matrice de passage Qq a la meme forme de Jordan Jq, les egalites 
{Qo)~^^oQo = {Qo)~^^oQ'o = Jo montrent que la matrice S = {Qo)~^Qo commute avec 
Jo, done avec L et C. La solution canonique construite a I’aide de Qq est X' = Q'qH'LC. 
Notant {Qo)~^AQq = J et {Q'q)~^AQ'q = J', de sorte que J(0) = J'(0) = Jq, on voit que 
H et H' sont respectivement caracterises par les equations avec conditions initiates ; 

r C7,ij = JJ?(Jo)-i r aqH'= J'H'{J'q)-^ 

\ iJ(0) = Idn \ J^'(O) = Idn 

Le fait que ces systemes avec conditions initiates caracterisent leurs solutions respec- 
tives, e’est a dire que ctiacun admet une unique solution formelle et que celle-ci converge, 
est consequence de 1.2.2 : en lieu et place de I’endomorphisme X AX de C”, on I’ap- 
plique a I’endomorphisme H JH{Jq)~^ (par exemple) de I’espace des matrices ; celui-ci 
admet bien 1 comme exposant en 0, et JJ„ comme vecteur propre associe a cet exposant. 
On pent egalement le dMuire de ce qui suit. 

On voit alors que H' = S~^HS car cette derniere matrice est solution du systeme qui 
caracterise H'. On trouve done que X' = XS. 

Posons alors X = X(Qo)“^ = QoHLC{Qq)-^ et x' = X'{Q'q)-^ = Q'qH'LC{Q'q)-^ : 
ce sont des solutions de I’equation aqX = AX, construites par un procMe canonique a 
partir de deux jordanisations de ; et I’equation X' = XS dit precisement que X = X . 
On a done ici une solution reellement canonique, qui ne depend que du choix d’une forme 
de Jordan; et on a vu que celui-ci admettait une forme normale. 

Le but de ce paragraphe et du suivant est de definir proprement et d’etudier cette 
solution canonique ; 

- Definir proprement : on va voir que I’on peut en effet reporter le choix de la jordani- 
sation (et la preuve que la solution construite n’en depend pas) au cas des solutions 
d’equations aqX = AX a matrice constante A G GL„(C). L’argument ci-dessus, 
qui suppose que I’on a “rigidifie” la rMuite de Jordan est commode, mais pas tres 
elegant et Ton pourra s’en passer. 

- Etudier ; en vue de la seconde partie (ou I’on fait tendre q vers 1) il faudra etablir 
quelques proprietes d’algebre lineaire, avec ou sans parametre, pour lesquelles, pour 
bien connues qu’elles soient, je n’ai pas de reference.L’etude des proprietes ten- 
sorielles est reportee a la suite de ce travail (sur la theorie de Galois). 

1.3.1 Comment se ramener aux equations a coefficients constants 

La methode de r&olution choisie ici s’inspire de [21], p. 154, ou le resultat est toutefois 
formule en termes plus intrinseques. 
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Supposons (ce sera fait a partir du 1.3.2) que Ton sache resoudre les equations aqX = 
AX a matrice constante A G GLn{C). Alors le cas general se traite comme suit : on part 
de I’equation agX = AX, ou Ton suppose seulement que Aq = A(0) G GL„(C). On impose 
X = FY et aqY = AqY . L’equation dMuite aq{FY) = A{FY) equivaut a UgFA^ = AF. 
On montre plus loin que cette derniere equation admet une unique solution convergente 
astreinte a la condition initiate F{0) = a la seule condition que A soit non-r&onnante. 
On en deduit la solution canonique desiree. 

Cela revient done a prouver I’existence d’une transformation de jauge X = FY qui 
etablisse I’equivalence meromorptie A ~ Aq ; on pent de plus exiger que cette transforma¬ 
tion soit tangente a I’identite. II faut prendre garde qu’il ne s’agit pas la d’un cas particulier 
de la relation d’equivalence meromorphe entre equations aux g-differences, car F n’est ici 
pas meromorphe sur la sphere de Riemann. 

Transformation de jauge qui fait passer de A a Aq 

On montre ici que I’equation aqX = AX est meromorphiquement (et meme holo- 
morphiquement) equivalente a aqY = AqY dans le cas non-resonnant. On reprend les 
notations et hypotheses de 1.2.2. Nous aurons besoin du 

Lemme 


Soit Mq un element de M„(C). L’endomorphisme ^Mo,x ■ M XMMq — MqM de 
Mn{C) a pour spectre le multi-ensemble XSp{Mq) — Sp{Mq). 

Autrement dit, si Ton note Sp{Mq) = {Ai , ... , A,i}, le spectre de ^Mo,a est 
{AAj — Aj / 1 < i , j < n} en comptant les multiplicity. 


Preuve 


L’assertion du lemme revient a dire que le polynome caraetCTistique de a est 
n (T — XXi + Xj). Cela equivaut a un systeme d’identitfe polynomiales en les coefh- 

dents de Mq et il suffit done de le verifier pour les elements d’une partie Zariski-dense de 
Mn{C), par exemple pour les matrices semi-simples. 

Par ailleurs, si Ton note, pour Nq G GLn{C), iNq I’automorphisme interieur M 
NqM{Nq)-^ de Mn{C), on a I’egalite ; ^NoMq{No)-^= iNq o ^Mo,a o {iNo)~^ ■ si Mq est 
semblable a Mi, alors ^Mo,\ est semblable a On pent done supposer Mq diagonale : 

Mq = diag(Ai , ... , A„). Mais, dans ce cas, I’effet de ^Mo,\ sur les matrices elementaires 
est Eij 1 -^ {XXj — Xi)Eij et la conclusion est alors immediate. □ 
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Ce lemme est d’ailleurs valable sur tout corps commutatif. 


Theoreme 

II existe une unique transformation de jauge formelle , tangente a I’identite F = 
Idn + zFi + ... G GLn{C{z}) telle que {aqF)~^AF = Aq. Cette transformation est eon- 
vergente. 

Preuve 


Encore une fois, il y a une etape formelle puis le recours aux series majorantes. 

- Etape 1 : existence et unicite de la solution formelle. L’equation prescrite equivaut 
au systeme avec conditions initiates : 

r AF = {aqF)Ao ( Fo = Idn 

I Eq = Idn \ Vm > 1 , q^FmAo = AqF^ + ... + A^Fq 

Le lemme ci-dessus, joint a Thypottiese de non-resonnance, garantit que, pour m > 1, 
I’endomorphisme ^Ao,q^ est inversible. Les coefficients Fm sont done uniquement 
definis par les relations 

f Fo = Idn 

\ Vm > 1 , Fm = {^Ao,q'^) + ••• + AmF^) 

Cette partie de la preuve garde un sens et reste valable sur un corps commutatif 
quelconque. 

- Etape 2 : convergence des solutions formelles. Puisque |g| > 1, I’endomorphisme 

est equivalent, lorsque m ^ oo, a la multiplication a droite qui a M asso- 
cie M X {q'^Ao). Choisissant, dans Endc{Mn{C)) la norme associee a une norme 
d’algebre quelconque sur M„(C), on conclut que lim ||(d>^„ = 0.. 

II s’ensuit en particulier que b = sup||(d>^Q^gm)“^|| < oo. Notant Om = ||^m|| et 

m>l 

fm = \\Fm\, on obtient les inegalites : Vm > 1 , 0 < fm < + ••• + am/o)- 

Comme la serie ^ Omz'^ converge, la preuve se termine comme dans le lemme 1 de 

1 . 2 . 2 . □ 

II est a noter que, si A est meromorphe sur C (dans la suite, elle le sera meme sur 
S), F Test aussi : son equation fonctionnelle se reecrit en effet aqF = AFAq^ d’ou la 
“propagation des poles” deja notee. 

1.3.2 Solution canonique d’une equation a coefficients constants 

Pour la construire, nous nous appuierons sur la decomposition de Dunford multiplica¬ 
tive d’une matrice inversible. 
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1. Cas d’une matrice unipotente 


Soit U = Idn + N oil N ^ Mn{C) est nilpotente. 

Proposition 

L’equation UqM = UM admet une unique solution d eoeffieients dans I’anneau 
C\lq\ = soit M = Mq + l^q'^ Ml + ... telle que Mq = Idn- Cette solu¬ 
tion est definie par , V/c > 0. Elle eommute avec N etU. 

Preuve 

Compte tenu de ce que aqlq^^ = Ig^'^ + Iq^ on resoud formellement ; 
d d 

+ lf-^^)Mk = aqM = UM = Y,lf\UMk) 

k=Q k=0 

(k) 

Cela donne, vue la C-independance lineaire des Iq , Mj. + M^+i = UM^, soit 
Mk+i = NMk- Le reste s’ensuit. □ 

L’exponentielle d’une matrice nilpotente et le logarithme d’une matrice unipotente 
etant definies sur un corps commutatif de caracteristique 0 quelconque, cette solution 
vaut done 

= exp(Z, log(/d„ + N)) = Y, ft) 

k>0 ^ ^ 

On la notera eq^\j. Par construction, elle est unipotente. A titre d’exemple, si I’on 
prend U = on retrouve la matrice de 1.2.4. 

Corollaire 1 

Soit R G GLn{C) et soit V = RUR~^. Alors Oqy = ReqyR~^. 

Preuve 

ReqyR~^ satisfait les conditions qui specifient eqy ! □ 

Corollaire 2 

Une matrice commute avec Cqy si et seulement si elle commute avee U. 
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Preuve 


Les egalitfe eq^jj = exp(/q log(?7)) et U = exp{log{eq^u)/lq) montrent que les matrices 
U et Cq^if sent chacune un polynome en I’autre, a coefficients dans C{lq). □ 

2. Cas d’une matrice semi-simple 


Soit D = diag(ci, G GL„(C) une matrice diagonale inversible; on note alors 

^q,D = diag(eg^ci, •••) ^ done (TqSq^D = Deq^D = ^q,DD. De plus, le fait que 

la correspondance c est biunivoque montre que D est un polynome en eq^o et 

reciproquement (par exemple, polynomes a coefficients dans A^(C*)) et done qu’ils 
ont meme commutant. 

Disgression sur les conjugaisons entre matrices diagonales 


Si A = diag(ci,c„) G M„(C) et A' = diag(c(,cj^,) G M„/(C), la relation matricielle 
RA = A'R {R G Mn',n(C)) est “de nature combinatoire”. En effet, elle s’ecrit : 

Vi G {1, , Vj G {1, = Cinj 

autrement dit : 

7^ Tij = 0 

Seules les positions de R “connectant des positions de valeurs egales” de A et A' ont le 
droit de porter une valeur non nulle, et e’est leur seule contrainte (la valeur non nulle portee 
n’importe pas). 

Soit / : C ^ C une application quelconque. Notons (abusivement) / son extension de aux 
matrices diagonales (application de / aux coefficients). Alors, on a la relation evidente mais 
tres utile : 

RA = A'R Rf{A) = fiA')R 

Cela se prouve par les implications suivantes : nj 7 ^ 0 Cj = c' f{cj) = /(c') Si / est 
injective, on a meme une equivalence logique. 

Ainsi, si une matrice D admet les deux diagonalisations D = RAR~^ = R'A'{R')~^ , on 
a I’egalite Rf{A)R~^ = R'f{A'){R')~^ de sorte que Ton peut poser f{D) = Rf{A)R~^ 
et que cela ne depend pas de la diagonalisation particuliere choisie. Cela permet d’etendre 
canoniquement aux matrices semi-simples toute application / : C ^ C. On peut d’ailleurs 
definir de la meme fagon g{Di, D 2 ) pour 5 : C x C ^ C, etc... 

Proposition et definition 


Soit D une matrice diagonalisable. Ecrivons 

D = RAR-^ = R'A'{R')-^ 
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oil R , R' G GLn{C) et oil A et A' sont diagonales. Alors 


Req,AR ^ = R'eq,A{R') ^ 


On note cette matrice Oq^o- 

Preuve 


Cela decoule immediatement de ce qui precede. □ 

On tire facilement des memes remarques les 

Proprietes 


Soil D G GLn{C) diagonalisable : 

(i) GqCq^D = DCq^D = Gq^nD 

(ii) Si D' = RDR-^, Cq^D' = Req^DR~^ 

(in) Chacune des matriees D et eq^o Gst un polynome en Vautre d eoeffieients dans 
Ai{C*) et elles ont done meme commutant. 

3. Cas general 


Soit A = D + N la decomposition de Dunford d’une matrice A G M„(C) : D est 
semi-simple, N est nilpotente et [D,N] = 0 (les matrices D et N commutent). 
Ces conditions specifient uniquement D et N. Si A est inversible, on en deduit la 
decomposition de Dunford multiplieative A = DU, ou D est semi-simple, U est 
unipotente et [D,U] = 0 (les matrices D et U commutent) : il suffit de prendre 
U = Idn + D~^N. II y a encore unicite sous ces conditions. Si i? G GL„(C), la 
decomposition de Dunford multiplicative de RAR~^ est alors {RDR~^){RUR~^). 

Definition 


On appellera solution eanonique dans le eas non-resonnant la matrice Cq^A = Gq^DGq^u 
Ce qui suit est alors immediat : 

Proprietes 


(i) OqCq^A — ACq A — 

(ii) La decomposition de Dunford multiplieative de Cq^A Gst Cq^nGq^u 

(in) [M, yl] = 0 GA [M, D] = [M, [/] = 0 GA [M, Cq^o] = [M, Cq^u] = 0 GA [M, Cq^A) = 0 
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(iv) Cq^A est meromorphe sur C* 

Pour la premiere et la troisieme equivalence de (iii), voir Bourbaki, Algebre Lineaire 
ou 1.4. □ 
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Chapitre 2 


Theorie de 

Fuchs-Riemann-Birkhoff : 
connexion des solutions locales sur 
P^C 


2.1 Equations fuchsiennes sur la sphere de Riemann 

On se place desormais sur la sphere de Riemann S = P^C. Le corps de base est 
done At(S) = C{z) : on le notera k. On se restreint de plus a I’etude des equations 
aux g-differences lineaires a coefficients meromorphes sur S. Ce sont done les equations 
aqX = AX,Ae GLn(k}. 

Nous considererons plus precisement les equations singulieres regulieres en 0 et en oo. 
Cela signifie que A est equivalente a une equation fuchsienne en 0 via une transformation 
de jauge meromorphe sur C, et, simultanement, a une equation fuchsienne en oo via une 
transformation de jauge meromorphe sur S — {oo}. Nous prouverons plus loin que A est 
alors en fait equivalente a une equation fuchsienne en 0 et en oo via une transformation 
de jauge meromorphe sur S, e’est a dire rationnelle. 


2.1.1 Equations singulieres regulieres en 0 : formes normales des solu¬ 
tions 

Le developpement des fractions rationnelles en series de Laurent definit le plongement 
k := C{z) kp := C({ 2 :}) = C{z}[z~^] et permet de considCTer toute equation aux 
(/-differences lineaires a coefficients rationnels aqX = AX [A G GLn{C{z))) comme une 
equation au voisinage de 0, e’est a dire a coefficients meromorphes au voisinage de 0. Dans 
le cas fuchsien, on pent done appliquer les resultats du chapitre 1. On realisera les solutions 
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comme des fonctions en interpretant comme suit les symboles Cc et I : 

- I = lq est la fonction zQ'^/Qg introduite au 1.1.3 ; c’est done un element du sous-corps 
Ciz,eg,e'g) deMiC*). 

" Les Cc sont une famille de caracteres comme on en a construit au 1.1.2; on aura 
notamment besoin des proprietes suivantes : 

(i) Tous les “caracteres” Cc sont elements de C(z)((0q^a)aGC*) C A1(C*). 

(ii) Cl et tous les Cgc/zec (qui sont a priori elliptiques) sont des vraies constantes, 
c’est a dire elements de C*. 

(iii) Pour c ^ q^, \e diviseur des zeros et des poles de Cc dans C* est une spirale 
logarithmique discrete de la forme q'^a. 

La propriete (ii) va servir a normaliser les solutions d’equations aux g-differences 
sous une forme suffisamment rigide. La propriete (iii), que I’on pourrait d’ailleurs 
elargir, permettra aux chapitres 3 et 4 de donner une allure agreable a I’etude des 
poles des solutions. 

Toutes ces conditions sont en particulier reunies dans le cas de la famille “standard” 
des Sq^c = 0q/0ij,c) que Ton utilisera done, sauf mention expresse du contraire. 

Nous allons d’abord recapituler les resultats de 1.3.2. sous les hypotheses de ce chapitre. 

- Cas fuchsien non-resonnant : 


On a montre I’existence d’une solution fondamentale de la forme 
(voir 1.2.2), ou G GL„(C) est une matrice de passage de ^(0) a sa rMuite de 
Jordan (sous la forme que nous avons adoptee, formee de blocs c^i^m) et ou le choix 
de determine totalement la forme obtenue. 

D’autre part, A etant maintenant rationnelle, done meromorphe sur C, I’equation 
fonctionnelle qui caracterise montre que celle-ci est egalement meromorphe sur 
C ; ce point sera precise au 2.1.2. 

- Cas fuchsien general ; 


L’algorithme de preparation de 1.2.3 montre qu’il y a alors equivalence rationnelle 
avec le cas non-resonnant. On obtient done dans ce cas une solution de la forme 
X(o) = avec G GLn(k), les autres facteurs etant les memes 

que ci-dessus. 

- Cas singulier regulier : 
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Par definition, il y a a nouveau equivalence (meromorphe sur C) avec le cas precedent. 
On obtient done une solution de la forme X® = p(o)[/(o)Q(o)ff(o)^(o)( 7 (o) g_vec 
y(o) g GLn{M{C)), les autres facteurs etant les memes que ci-dessus. 


Dans tons les cas, on pent done ecrire oil MW e GLniM{C)) (voir 

2.1.2) et oil est une matrice log-car. 

Rappelons egalement que, dans le cas fuclisien non-resonnant, nous avons obtenu une 
autre construction de solution, completement canonique, sous la forme ^(o) ; la par- 

tie est encore meromorphe sur C (cf 2.1.2). 

Normalisation 


Du fait que Cqc = zCc (mod C*), on pent imposer a la matrice G^^'^ (diagonale de 
caracteres) de ne contenir que des caracteres d’exposants c tels que 1 < |c| < |g| et de 
commuter tout de meme avec L (voir les remarques de 1.3.2, point 2). De meme, on pent 
introduire un ordre arbitraire sur et ranger les caracteres en ordre croissant d’ex¬ 

posants ; et, pour chaque caractere, les blocs unipotents associes par ordre croissant de 
tailles : ces deux conditions s’obtiennent en effet a I’aide de matrices de permutations. On 
dira, si toutes ces conditions sont reunies, que la solution est sous forme normalisee. II n’y 
a pas unicite de solutions de cette forme : on verra au 2.1.3 ce qu’il en est exactement. En 
revanche, a solution donnee, on prouvera que I’ecriture normalisee est unique. 


2.1.2 Polarite des solutions fondamentales en 0 

A strictement parler, I’etude locale du chapitre 1 definit comme un germe de 

function meromorphe sur un voisinage de 0 dans C, a valeurs dans GL„(C) (alors que 
est meromorphe sur C*). 

On etudiera la polarite des solutions en comptant comme singularite d’une function 
F a valeurs dans GL„(C) tout point ou elle n’est pas definie (done, pour une function F 
meromorphe, tout pole de F ); et aussi tout point ou elle prend pour valeur une matrice 
non inversible, i.e. de determinant nul (done tout zero de detE). Cela revient en realite 
a considerer les poles de la function 2 : {F{z), {F{z))~^) a valeurs dans I’espace affine 

M„(C) X Mn{C). Ce point de vue est justifie par notre but, qui est d’etudier le lien en- 
tre solutions en 0 et solutions en 00 , ce qui fait naturellement apparaitre les inverses des 
functions matricielles apparaissant dans les equations et dans les solutions (voir 2.2). Nous 
intro duisons done la 

Notation 
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On definit le lieu singulier de la fonction matricielle F comme : 

S{F) := {poles de F} U {zeros de detF} = {poles de F} U {poles de 

Theoreme 


(i) admet un unique prolongement meromorphe d C tel que le prolongement 

eorrespondant de reste solution fondamentale. 

(ii) est meromorphe sur C*. 

(ii) Les singularites de sur C* forment une union finie de demi-spirales logarith- 

miques discretes : q^ ‘5(yl). 

Preuve 


Soil ^ G GL„(C). Alors, satisfait I’equation fonctionnelle 

. On reecrit celle-ce sous la forme equivalente 

que I’on va plutot considerer comme une definition recursive; le cas de terminaison etant 
celui ou la variable est dans le voisinage de 0 dans C ou le germe est a priori defini. 
Notons done V un disque ouvert de centre 0 sur lequel le germe est holomorphe, sauf 
peut-etre en 0. 

En iterant r fois I’equation ci-dessus, on trouve 

ce qui conduit a definir la fonction (rgA)...(r{'A)(r{'M®)(Ar®sur a^V : elle y est 
meromorphe avec pour seules singularites possibles dans V* celles de (rgA),{ t()A), 
e’est a dire les elements de U 5(A). 

l<^<r 

Les definitions de ces fonctions sur la suite croissante des a'^V sont compatibles en 
vertu de I’equation fonctionnelle et la reunion de ces ouverts est C puisque |g| > 1; ceci 
acheve la demonstration. □ 

Dans le cas fuchsien non resonnant, on salt de plus que est holomorphe en 0. 

Corollaire 


Outre les demi-spirales logarithmiques discretes engendrees par les singularites de A, 
les singularites de la solution fondamentale sur C* forment des spirales 

logarithmiques discretes determinees par la strueture de Jordan : 

- Les spirales q^a de zeros et de poles des earaeteres non triviaux, e’est d dire d’ex- 
posants c G S'p(A(0)) — 
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- La spirale des poles de Iq si, apres preparation, A(0) a au moins un bloc unipotent 
de taille > 2. 

Notons que les blocs log ont tons un determinant egal a 1 et ne peuvent done faire 
sortir les valeurs de GLn{C). 

2.1.3 Non-unicite des solutions canoniques 

On se donne encore une equation aqX = AX a coefficients rationnels, singuliere 
reguliere en 0. 

Theoreme 


Soit X = MN une solution canonique fondamentale en 0 en forme normale. Alors 
X' = M'N' est une solution canonique fondamentale en 0 en forme normale si et seule- 
ment si N' = N et M' = MR ou R G GL„(C) et R commute avec N. 
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Preuve 


Seule la necessite de la condition n’est pas evidente!! 

Les matrices K = {aqN)N~^ et K' = {aqN'){N')~^ sont des elements de GL„(C) 
ayant respectivement meme structure de Jordan (tallies de blocs et positions de valeurs 
propres egales ou distinctes : voir la disgression sur les matrices diagonales de 1.3) et done 
aussi meme commutant que N et N'. Par ailleurs, I’equation fonctionnelle entraine les 
egalites aqM = AMK~^ et aqM' = 

Notons, R = M~^M' G GLn{M.{C)). On a alors N~^RN' = X~^X'. Cette derniere est 
elliptique puisque X et X' sont solutions d’une meme equation lineaire aux g-differences. 

Soient e^Li, ...,ec^Lr (resp. ec^L() les blocs diagonaux (carres) de N (resp. 

de N'), et soient Rij , 1 < i < r , 1 < j < s les blocs correspondants (rectangulaires) de 
R. Les blocs de N~^RN' sont les {e(./Jeci)L~^RijL'-, et ils sont elliptiques : les coefficients 

J 

de L~^RijLj sont done des caracteres d’exposant Cijdy Mais ils sont elements de \^o{lq), 
done de la forme az^ , p £ Z (voir 1.1.5). Les conditions de normalisation entrainent alors 
soit que Rij = 0, soit que c' = c* et L~^RijL'j est a coefficients dans C). 

Dans ce dernier cas, notant Sij = L~^RijL'y on developpe I’egalite LiSij = Ri,jL'- 
dans la base des t'q \ Des ecritures Li = Ylk>o^Q^^^o,mi — Z]fc'>o4^ deduit 

que Rij = Sij puis que ^o^Rij = ceci signifie que R £ GLn{C) et que 

R~^KR = K'. Les conditions imposees par la normalisation entrainent alors que K = K'. 
□ 


Corollaire 


L’ecriture sous forme normale d’une solution canonique donnee est unique. 

Preuve 


C’est en effet le cas MN = M'N', e’est a dire R = In, du theoreme. □ 

2.1.4 Solutions a I’infini et equations singulieres regulieres sur S 

Posons w = i. Si la fonction (vectorielle ou matricielle) X verifie I’equation fonc¬ 
tionnelle X{qz) = A{z)X{z), alors la fonction X{w) := X{z) verifie I’equation aux q- 
diffCTences X{qw) = {A{l/qw))~^X{w). La legere dissymetrie vient du fait que, sous 
I’effet de aq, z ^ qz et done w <— q~^w. 
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Notons done A{w) = {A{l/qw))~^. Ainsi, A est fuchsienne en le = 0 si et seulement si 
A I’est en oo. De meme, A est singuliere reguliere en le = 0 si et seulement si A I’est en oo : 
car I’egalite {aqU)~^AU = B equivaut a I’egalite {aqU)~^AU = B, on U{w) = U{l/w) et 
B{w) = {B{l/qw))~^. 

On peut done reprendre les resultats precedents ; 

Theoreme 


Si A est singuliere reguliere sur S, elle admet des solutions canoniques 
et telles que : 

(i) est meromorphe sur C et est meromorphe sur S — {0}. Le lieu singulier de 

est q^*S{A) et celui de en tant que fonction de z, est q ^S{A). 

(ii) et sont des matrices log-car, respectivement en z et enljz. Leurs lieux sin¬ 

gulier s sont les spirales logarithmiques diserHes de forme q^a engendrees par les valeurs 
propres de matrices fuchsiennes non-resonnantes meromorphiquement equivalentes a A 
(respectivement sur C et sur S — {0}j. 

Get enonce peut etre precise de maniere evidente pour une equation fuchsienne non- 
resonnante en 0 et en oo. 

2.1.5 Double caracterisation des equations singulieres regulieres 

On va montrer que la forme des solutions caracterise les equations singulieres regulieres 
en 0 (resp. en oo), puis donner une propriete de reduction simultanee en 0 et en oo des 
equations singulieres regulieres sur S. 

Appelons uniformisante un element u G Ai{C) dont 0 est zero simple, autrement dit 
dont la valuation vo{u) en 0 vaut 1. Nous etablirons d’abord un lemme tres utile. II s’agit 
en fait d’un algorithme de reduction analogue a I’algorithme du pivot de Gauss, valable 
dans tout anneau de valuation discrete. 

Lemme 


Toute matrice M G GLn(A4(C)) peut s’ecrire sous la forme M = CR, avec des 
matrices C,R£ GLn{M.{C)) telles que : 

(i) R est reguliere en 0 (i.e. R{0) G GLn{C)). 

(ii) C est produit : 

1. d’une puissance , — A: G N d’une uniformisante u arbitraire 

2. de matrices d’operations elementaires sur les lignes 

3. de matrices de dilatation Di^^, oil les uniformisantes v sont arbitraires (et choisies 
independamment les unes des autres). 
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Pour etre precis, les matrices mentionnees sont definies comme suit. La matrice Ti^a 
{a £ C”, ai / 0) est egale a I’identite, sauf en ce qui concerne la ligne de rang i : 


/I 

0 

... 0 

... 0\ 

0 

1 

... 0 

... 0 

Oi\ 

012 

... Ol-i 

(^n 

\0 

0 

... 0 

... i) 


L’inverse d’une telle matrice est une matrice de meme forme. La matrice de dilatation 
est diagonale et est egale a I’identite, sauf en ce qui concerne le coefficient de rang i : 



/I 

0 

... 0 

... 0\ 


0 

1 

... 0 

... 0 


0 

0 

V 

... 0 


\0 

0 

... 0 

... ij 


Preuve 

On commence par multiplier M par une puissance d’uniformisante, de maniere a la 
rendre holomorphe en 0 : cela revient a se ramener a ce cas, et I’on doit alors prouver le 
lemme avec k = 0 dans la conclusion. Puis I’on fait une recurrence sur uo(detM). Si cette 
valuation vaut 0, M est reguliere en 0 et Ton prend R = M et C = In (produit vide). 

Si uo(det M) > 0, la matrice M(0) est singuliere et il existe done a £ C” — {0} tel que 
aM{0) = 0 G Soit i un indice tel que a* / 0 et soit v une uniformisante quelconque. 
Alors Ml = D~^Ti^aM est holomorphe en 0 et detMi = ^detM; Mi est meilleure que 
M : uo(detMi) = uo(detM) — 1, ce qui acheve la recurrence. □ 

Si par exemple, dans ce lemme, on prend systematiquement I’uniformisante z, on ob- 
tient C a coefficients dans C[z,z~^] ; si Ton prend plutot on obtient C £ GLn{C{z)) 
et de plus reguliere en oo. 

Theoreme 


Si I’equation aux q-differences d coefficients rationnels aqX = AX admet une solution 
fondamentale de la forme MN, oil M est meromorphe sur C et oil N est une matrice 
log-car, alors e’est une equation singuliere reguliere en 0. 
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Preuve 


Appliquons ce qui precede a M, que I’on ecrit done M = CR. Alois Y = RN 
est solution de I’equation aqY = BY, avec B = {aqC)~^AC. La matrice B est ra- 
tionnellement equivalente a A, puisque C G GLn{C{z)). Mais B = {aq{RN)){RN)~^ = 
aqR{aqNN~^)R~^ est le produit de trois matrices regulieres en 0, done Lest elle-meme; 
I’equation correspondante est done fuchsienne en 0. □ 

En appliquant la meme decomposition a des solutions canoniques en forme normale en 
0 et en oo a la fois, on prouve alors le 

Theoreme 


Une equation singuliere reguliere est equivalente, via une transformation de jauge ra- 
tionnelle, a une equation fuchsienne en 0 et oo d la fois. 

Preuve 

Soient X® = et des solutions canoniques en formes 

normales en 0 et en oo respectivement. Appliquant le lemme, on ecrit 
et R^°°h II suffit maintenant de trouver U G GLn{C(z)) telle que UG^^^ et 

soient regulieres en 0 et en oo respectivement : on pourra alors conclure comme 
dans le theoreme precedent. 

On applique pour cela le lemme a M = G GL„(C(z)), que Ton ecrit 

GR, avec pour choix systematique des uniformisantes de sorte que C est reguliere en 
CO. On pent alors prendre U = : UG^^'^ = G~^M = R est reguliere en 0, 

UG^°°^ = G~^ est reguliere en co et, bien sur, U G GLn{C{z)). □ 

2.2 Matrice de connexion et classification 

2.2.1 La matrice de connexion 

On a associe canoniquement a I’equation aqX = AX deux matrices fondamentales de 
solutions meromorphes sur C*, et X(°°\ Suivant Birkhoff {voir [5]), on notera P la 
matrice de connexion (X(“))“^X®. C’est un element de GLn(Ai(C*)). De plus : 

aqP = (ugX(°°))-VgX® = (AX(°°))-MX® = (X(°°))-^X(°) = P 

Autrement dit, les coefficients de P sont elliptiques selon les identifications du chapitre 1, 
et P G GLn(At(E)). Nous dirons, pour simplifier, que P est elliptique. En particulier, le 
lieu singulier de P est Ug-invariant, done une reunion de spirales logarithmiques discretes 
de la forme q'^a. Nous verrons qu’elles sont en nombre fini et les decrirons plus precisement. 
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Naturellement, le choix de P n’est pas univoque puisque celui des solutions canoniques 
locales ne I’est pas. Nous allons egalement preciser cela. 

Cas non-resonnant 

Dans le cas non-resonnant, yl(0),yl(oo) G GLn{C) et les valeurs propres distinctes 
de chacune de ces deux matrices sont deux a deux non congrues modulo q'^. Alors, les 
matrices fondamentales ont ete obtenues sous les formes : 

On pent normaliser en imposant la forme plus rigide aux reduites de Jordan. Cepen- 
dant, (5^^^ et peuvent respectivement etre remplacees par g(o)^(o) gt g(oo)^(oo)^ ou 
(resp. appartient a GL„(C) et commute avec la reduite de Jordan de A(0) 

(resp. de A(oo)). Cela revient a choisir, au lieu de et les solutions et 

et done a remplacer P par . 

Dans tons les cas, on pourra ecrire : 

Les singularites des facteurs exterieurs sont exactement celles des facteurs log-car des 
solutions, e’est a dire les spirales logarithmiques discretes liees aux structures de Jordan 
de A(0) et de A(oo). Les singularites du facteur central sont contenues dans les spirales 
discretes engendrees par les singularites de A. 

La forme canonique ci-dessus sera preferentiellement utilisee pour faire de I’analyse, 
par exemple pour etudier le comportement de P lorsque q ^ 1 aux chapitres 3 et 4. 

Cas general 

Dans le cas general, on a les formes canoniques (moins precises en ce qui concerne la 
partie meromorphe) : 

JaW = m(0)a(0) 

I 

d’ou I’on tire 

P = X ((M(“))-^mW) X 

Si I’on normalise en imposant la forme plus rigide aux parties log-car, les solutions 
canoniques A(°) et A(“) sont soumises exactement a la meme indetermination que ci- 
dessus, et il en est done de meme de P. C’est sous cette forme que nous etudierons les 
proprietes classifiantes de la matrice de connexion. 
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Dans tons les cas, on coder a la matrice de connexion sans perdre trace des parties log- 
car (en vne du theoreme de classification an 2.2), sous Tune des deux formes equivalentes 
suivantes : 


(jv(°°),P,Ar(0)) on bien M, on M = 

Les composantes de ces triplets codants ne sont d’ailleurs pas libres. Outre la struc¬ 
ture log-car imposee a et a il y a I’equation aqP = P et I’equation qui s’en 

deduit pour M : aqM = . Ici, Ton note = {aqN^^'^){N^^^)~^ et 

]^^(oo) _ ; ce sont des elements de GLn{C). 

L’avantage principal du second codage est de faire clairement ressortir les differents 
groupes de singularites, qui auront taut d’importance aux chapitres 3 et 4. 

Codage a la BirkhofF 

On pent rapprocher les codages ci-dessus de I’esprit de Birkhoff en leur donnant une 
allure un pen plus algebrico-combinatoire. Birkhoff pose en effet le probleme “inverse” a 
partir de la donnee de P et de celle des exposants en 0 et en oo : n’etudiant que le cas 
generique semi-simple, cela lui tient en effet lieu de structure de Jordan. 

La donnee de (resp. de equivaut a celle de (resp. de qui est a 

son tour determinee par la donnee des exposants et des tallies des blocs correspondants. 
On pent de plus considerer les exposants modulo c’est a dire, comme des elements de E. 

La donnee d’un coefficient de P, qui est une fonction elliptique, equivaut a celle de son 
diviseur des zeros et des poles, que Ton pent considerer comme un diviseur sur E de degre 
0 G Z et d’evaluation 0 G E; plus celle d’un facteur constant non nul. Ceci, en vertu de la 
suite exacte : 

{1} ^ C* ^ E* ^ Din®(E) ^ E ^ {0} 

Ces codages se comportent particulierement bien du point de vue du produit tensoriel, 
mais les autres operations s’y traduisent moins facilement ; par exemple, il n’est pas simple 
d’y lire le lieu des zeros de P ; ni, d’ailleurs, d’expliciter un choix systematique des facteurs 
constants ci-dessus mentionnes. 

2.2.2 Effet de I’equivalence rationnelle 

On a associe a une equation singuliere reguliere aqX = AX, le triplet P, 

Celui-ci n’est cependant pas defini de maniere univoque : P pent etre remplace par 
(^(“))-ip^(o) si ^(0) ^ _r(“) £ GLn{C) commutent respectivement avec et 

Ceci justifie I’introduction des notations suivantes. 
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Sur I’ensemble des triplets {Ni, P, N2), ou P G GL„(A^(E)) et ou A^i,A^2 sent des 
matrices log-car en forme normale, on definit une relation ; 


{Ni, P, N2) ~ {N[, P , N2) si et seulement si 


A^i = , iV2 = 

RiP' = PR2 


on Ri,R2 G GLn{C) et [Pi, A^i] = [^2,-^2] = 0 . C’est alors une relation d’equivalence, et 
on notera le quotient. 

L’image dans Tn du triplet P, est alors bien definie d’apres le 2 . 1 . On va 

maintenant prouver le 


Theoreme 


On ohtient ainsi une bijection de Vensemble En des classes d’equivalence rationnelle de 
systemes singuliers reguliers de rang n dans Vensemble Tn- 


L’application est bien definie 

Si P = {oqU)~^AU et si les solutions fondamentales choisies pour A sont et 

N^°°\ on pent choisir pour B les solutions et ce qui 

associe a B les memes parties log-car et la meme matrice de connexion, done le meme 
triplet codant qu’a A. Ainsi, on a une application bien dffinie de En dans P„. 

Injectivite 

Reciproquement, supposons que A et P ont fourni des triplets equivalents. Quitte a 
modifier le choix des solutions pour Tune de ces deux equations, on pent alors supposer 
que I’on a associe a A et P le meme triplet P, Ainsi, on a des solutions fon¬ 
damentales et pour A, et pour P. De plus, 

car ces deux matrices sont egales a . 

On a done . Notant U cette matrice, on voit qu’elle est 

inversible et meromorphe a la fois sur C et sur S — { 0 }, done rationnelle : et il est clair 
que P = {aqU)~^AU, autrement dit, on a equivalence rationnelle. Ceci prouve I’injectivite. 

Remarque 


En omettant les parties log-car dans le codage, on n’aurait plus I’injectivite. Par ex- 
emple, en dimension 1 , A = 1 et P = c G C* — ne sont pas equivalentes, mais on pent 
a toutes deux associer la matrice de connexion P = 1 . 
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Surjectivite 

Reste a etablir le seul point non trivial, la surjectivite. On part d’un triplet , P, ) 

(P elliptique, et des matrices log-car) et Ton ecrit P = 

ou M G GLn(A4(C*)). On invoque alors la “trivialite des fibres meromorphes sur S” 
{voir [21] p.l58) : cela entraine que M s’ecrit ou G GLn{M.{C)) et 

M(“) G GLn{M{S - {0})). 

Les matrices et sont connectees par la matrice 

elliptique P : = PX^^\ et sont done solutions de la meme equation aqX = AX, en 

prenant pour A la matrice 

La premiere ecriture implique que A = OqM^^'>, ou I’on a encore pose 
iL(o) = (cjgiVW)(Af(o))-i e GLn{C), ce qui montre que A est meromorphe sur C. Le 
raisonnement analogue a I’infini montre que A est mCTomorphe sur S — {0} et I’on conclut 
que A G GLn(C{z)). 

L’equation aux g-differences lineaire a coefficients rationnels aqX = AX admettant les 
deux solutions en formes normales X^^^ = et X^°°'i = N^°°\ il resulte de 

2.1 qu’elle est singuliere reguliere et ceci actieve la preuve du theoreme. □ 

2.2.3 Precisions et ameliorations diverses 

1. Le deuxieme theoreme de 2.1.5 affirme que notre equation est equivalente a une 

equation fuchsienne en 0 et oo; cela revient a dire que I’on pent obtenir et 

^(oo) ];- 0 gp 0 ctivement regulieres en 0 et en oo. 

2. En vue des applications a la theorie de Galois {voir [25]), il est utile de pouvoir 

preciser la position des singularites. Celles de et de sont totalement 

determinees par la structure de Jordan de d(0) et de yl(oo). 

En ce qui concerne M, on deduit facilement ce qui suit de la preuve du theoreme 3. 
Soit une partie finie E C C* ; pour simplifier la formulation, nous supposerons que 
deux elements distincts de S ne sont pas congrus modulo q^. 

~ Sens direct : partant d’un systeme (1) tel que 5(yl) C E, on voit que les singu¬ 
larites de M appartiennent a g^E. 

~ Sens inverse ; supposons que les singularites de M appartiennent a g^E. L’in- 
vocation du “Preliminary Theorem” de [5] (lemme de Birkhoff) a la place de 
1’argument de trivialite des fibres meromorphes per met de choisir les singu¬ 
larity de et respectivement dans g^*E et dans g“^E; le systeme 

(1) correspondant est alors tel que 5(^4) C E. 

3. La normalisation un peu artificielle des de la forme des matrices log-car a pour but 
d’obtenir un enonce pas trop complique. Si on relaxe cette condition, la relation 
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d’equivalence qui sert a definir Tn se traduit, pour les parties log-car, par les condi¬ 
tions : = N[Ri et R 2 N 2 = N 2 R 2 - 

La forme normale des matrices log-car n’etant pas pr&ervee par le produit tensoriel, 
nous serous necessairement amenes a cette definition elargie dans la partie de ce 
travail concernant la theorie de Galois (voir [25]). 
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Confluence vers un systeme 
differentiel, matrice de connexion 

et monodromie 
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Chapitre 3 

Comportement des solutions 
canoniques lorsque 


3.1 Comportements asymptotiques lorsque q ^ 1 


Conventions et notations generales 

Dor&avant A(z) sera aussi consideree comme fonction de q, et I’on cherchera a com- 
prendre le comportement des solutions canoniques lorsque q ^ 1. Dans tout ce qui suit, 
on supposera que g ^ 1 le long d’une spirale logarithmique fixee q^^. Precisement : 


Qo 


g-2i7rTo 


q = 


g —2^7rr 


r = Toe 


oil To est fixe, a partie imaginaire strictement positive et ou e est un reel strictement posi- 
tif que I’on fera tendre vers 0. Nous emploierons la notation q ^ 1 comme abreviation 
(abusive) pour e ^ 0"'“. Pour t reel, les notations q^, g* designeront alors respectivement 
g-2*7rroi g-2*7rrt^ Aiusi q = qQ et q^ = qQ. Ces notations seront etendues a la droite 
numerique achevee R en posant q'^°° = = oo G S et q~^ = q^"^ = 0. 

On introduit les demi-spirales logarithmiques compactes ; q ^^, qui relie 1 a oo ; q^^ , 
qui relie 1 a 0 ; et leur reunion, la spirale logarithmique compacte q^, qui relie 0 a oo. 
Celles-ci nous serviront de coupures, autrement dit, on rendra uniformes certaines fonctions 
analytiques sur leurs complementaires, les ouverts simplement connexes Dq = S — q^'^, 
Doo = S - q^^ , D = Do n Doo = S - 


Figure 1 
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Remarque 

L’hypothese sur la fagon dont g ^ 1 a pour but d’imposer que les demi-spirales 
discretes de poles de la forme qui sont apparues naturellement aux chapitres 1 

et 2, se condensent en des coupures de la forme zqQq ^. Par le changement de variables 
^ _ g2*7rx^ revient a dire que le reseau Z + Zr = Z + Zroe se condense en le sous-groupe 
ferme Z + Rtq de R. Cette geometrie est encore respectee si g ^ 1 tangentiellement a une 
spirale logarithmique, autrement dit si r = roe + o(e) : il est done probable que tous les 
resultats qui suivent restent valables sous cette tiypothese plus faible. 

Contenu de ce chapitre 

Dans la section 3.1, nous reprenons la “theorie des fonctions” de 1.1, mais du point de 
vue de I’etude asymptotique lorsque q ^ 1. Dans la section 3.2, nous etudions le comporte- 
ment asymptotique de solutions d’une famille d’equations aux g-differences d conditions 
initiales (valeur en 0) fixees. Cette etude est essentiellement independante de celle de 3.1. 
Dans la section 3.3, nous deduisons de 3.1 le comportement de la partie log-car (sous la 
forme LC aussi bien que sous la forme Cq^A)- La synthese a lieu en 3.4, ou nous explicitons 
le comportement des solutions canoniques. 

Une partie des resultats de 3.1 ne sert pas a la theorie generate mais seulement a I’etude 
d’exemples a la fin du chapitre 4. 

Decrivons maintenant la strategic mise en oeuvre pour traiter le probleme. Nous par- 
tons d’une equation differentielle lineaire fuchsienne donnee sous la forme d’un systeme 
d’ordre 1 ; 

dX = BX (5 ;= -^) 
dz 

on va montrer comment la matrice de connexion d’une famille (parametree par q) d’equations 
aux g-diffCTences fuchsiennes donne, lorsque q tend vers 1 le long d’une spirale, la descrip¬ 
tion complete de la monodromie dans une base explicite. 

Pour que les solutions X d’une equation 

aqX = AX 

(comme au 3.1, les dependances en q ne sont pas necessairement explicites dans les nota¬ 
tions) tendent vers X, on reecrit ce systeme sous la forme 

dqX = BX (Sq := 

q — 1 

oil B = et ou Ton suppose que B B en un sens convenable. Cette heuristique 

est justifiee par les exemples etudies par voie directe (cf 4.4), en particulier le cas de la 
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serie hypergeometrique basique. Nous privilegions done, parmi les g-analogies classiques, 
la mise en relation 6 En fait, on a un peu I’idee que 6q S. 

La mettiode consiste alors a ecrire un systeme fondamental sous la forme obtenue au 
1.2.4 ; 

X = QqHLC 

puis a controler separement les differentes composantes : 

1. Qo est la matrice de passage a la reduite de Jordan pour A(0), done egalement 
pour B{0 ); elle devra tendre vers son analogue Qo pour B{0). On voudra done une 
deformation d structure de Jordan fixee. Ceei sera preeise plus loin. 

2. H a ete earaeterisee eomme solution d’une equation aux g-differenees matrieielle, 
avee eondition initiate H (0) = In- Elle sera eonsideree eomme solution d’une equation 
aux g-differenees veetorielle d’ordre avee eondition initiate fixe (independante de 
q). La eonelusion dans ee cas, qui est a la fois un eas partieulier et une etape vers le 
eas general, est I’objet de la seetion 3.2 

3. La eonvergenee de la partie log-ear LC sera traitee au 3.3 a I’aide des resultats de 
3.1.3 et 3.1.4. Cependant, ees derniers, ainsi que I’exemple, traite au chapitre 4, de la 
deformation de log(l — z), ont montre la neeessite de renormaliser Iq et nous devrons 
modifier en eonsequence la definition de nos solutions canoniques. 

On pourra alors montrer, au 3.4, que le devissage de la resolution de I’equation aux 
( 7 -differenees et eelui de I’equation differentielle se eorrespondent, de sorte que notre solu¬ 
tion eanonique tend vers la solution eanonique de I’equation differentielle obtenue par la 
mettiode de Frobenius^. 

On traitera egalement le cas des solutions baties a I’aide des matrices eq^A, qui s’averera 
un peu plus simple. Par exemple, il ne sera pas necessaire de renormaliser ces solutions. 

Tout ceci concerne les solutions locales en 0. L’analogue a I’infini et I’etude globale, 
e’est a dire celle de la matrice de connexion, feront I’objet du chapitre 4. 

3.1.1 Lemmes preliminaires utiles 

Lemme 1 


Soit zo G flo• II existe alors p,5 > 0 tels que : 

Vz G D{zo,p) C flo : inf |1 — qQ°'z\ > 5 


ceci pres qu’on y remplacera les logz et 2^ usuels par log(—2) et (—2)'^ 
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Preuve 


Nions la conclusion du lemme : pour tout n G N*, posant Pn = il existe 

O 

Zn G D{zo,pn) et an > 0 tels que |1 - qQ°'"Zn\ < Sn- Alors Zn zq et Znqn^"" 1, 

n—^oo n—*oo 

de sorte que g?" ^ zq. Celui-ci appartient done a la spirale q^^, puisque celle-ci est 

fermee : contradiction. □ 


Lemme 2 


(i) Soit a & C tel que Re{a) > 0. Alors 


(a) Si \> t) : 


|e“ “ 1| ^ l«l 
|e“| — 1 “ Re{a) 

ko - M ^ kol 
\q^\ - 1 “ Im(ro) 


Preuve 

La minoration dans (i) decoule de I’inegalite du triangle et du fait que |e“ 
La maj oration vient du calcul suivant : 

Jo ds Jq 

L’appliquant maintenant avec a = —2z7rroA, on tire (ii). 

Notons que (ii) s’appliquera a q = q^ et aux g™' , m G N : 

Corollaire 

m G N ; 


Im{To) 

kol 


qm _ I 

q-1 


qm _ 1 

g-1 


> m 


\q\m _ I 

Im{To) 

kol 


< 1 


_ ^Re(a) 


> 1 . 


□ 


Preuve 

La minoration dans (i) decoule du lemme 1 applique a q et a q^ : 
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1 < 


k-i| 


< 


ko 


~ k|-l ~ Im{To) 


Im{To) 


1 < 




< 


ItqI 


< 


— |g^| —1 — Im{ro) 


Fol 


qm _ I 


q-1 




La majoration vient de I’inegalite du triangle appliquee a ■ L’inegalite (ii) 


decoule de la premiere minoration et du fait que W\ — 

3.1.2 Comportement de Qq{q°‘z) 

Posons z = et, comme d’habitude, q = {Im{T) > 0). Alors 


□ 




mGZ 


E' 

mGZ 


+2i'Km{x+ 4 — S) 


C’est done 6{x + on 6 est la fonction introduite par Mumford dans [19]. Nous 

noterons ici plutot Q{t,x) = 

Proposition 


0 verifie 1’equation fonctionnelle : 


Q{t,x) = 


IT 


,(j7r/r)(a;-^)2 


Q{-IIt,-x/t) 


Comme Reiijr^ > 0, on a ici affaire a la determination principale de la racine carree 
sur C — R_ (telle que 1 1). 

Preuve 


C’est un cas tres particulier de I’equation fonctionnelle d’automorphie donnee dans 
[19] (p. 32), mais nous en donnerons une preuve plus directe. Nous nous ramenerons au 
cas reel, qui se traite avec la formule sommatoire de Poisson {voir [18], p. 269 et [29], p. 
475). 


La convergence normale sur tout compact montre que 0 est analytique en chacune des 
variables x £ C et t £ 7i (demi-plan de Poincare, defini par Im{T) > 0). II suffit done 
d’etablir la formule ci-dessus pour t = ijX avec A > 0 et elle s’etendra alors par le principe 
du prolongement analytique. En y remplagant x par x + ^^^ 2 ^ , on est ramene a prouver : 




i\x + £—i 


gVl /\x 2 

soit encore, apres substitution dans les series concernees : 
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e-^+2*™(x+i) ^ ^ ^ g- 

m€Z mGZ 

Pour cela, on emploiera la formule sommatoire de Poisson. On introduit la fonction 

0a(x) = 

dont la transformee de Fourier est 

0a(x) = 

Toutes deux sont dans la classe de Schwarz, c’est a dire des functions a decroissance 
rapide sur R ainsi que toutes leurs derivees, et, quelque soit x : 

j;0A(m)e2“= j;0A(x + m) 

mGZ mGZ 

soit encore : 


2 _ 

g—■7r^^+2i'7rma; ^ g—■7rA(a;+m)^ 

meZ 

Le membre de droite de cette egalite est 1-periodique. C’est, aux notations pres, la 
formule souhaitee : celle-ci est done etablie pour x reel, done pour x quelconque par une 
nouvelle application du principe du prolongement analytique. □ 

II y a egalement des preuves “elementaires” de cette equation fonctionnelle, du type 
comparaison serie-integrale {voir par exemple [31], [15]). 

On cherchera, avec cette equation fonctionnelle, a etudier le comportement de 0 lorsque 
r ^ 0 a travers son comportement lorsque r ^ oo (precisement : oo x ^). Nous voulons 
un equivalent de Qg{q'^z) = Q{t,x — to) lorsque e = t/tq ^ O"'', x et a etant fixes dans 
C. L’equation fonctionnelle se reecrit 



0(t, X — to) = 


IT 


^{l-K ! T'){x — TOL—r^')'^ 

Le “facteur d’automorphie” vaut 


0(—1/r, —x/r + a) 


ijr (1 + 0(r)) 


avec un 0(r) uniforme en x G C. Le facteur theta du membre de droite est une somme 
indexee par m G Z de termes de la forme 


g2i7rm(o+i) ^ g-ii(m2+2m(a;-i)) 
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Ecrivons tq = ri + it ‘2 (done T 2 > 0), et x = tt + zv : x et m ne sont determine qu’a 
un entier pres, puisque e’est la condition = z qui les specifie. II est done loisible de 
suppose! que u — appartient a [0; 1[, ce que nous ferons. On a : 


Re{- — {m^ + 2m(x - ;^))) = (m^ + 2m{u - ^ - v—)) 

T Z epor ^ ''“2 


1. Gas general : u — g]0; 1[. 

Alors, quelque soit m G Z — {0}, {m? + 2m{u — ^ > 0, et tons les termes 

correspondants de la serie theta tendent vers 0, le terme restant (m = 0) etant 
constant egal a 1. Par vertu de convergence normale, le facteur theta lui-meme tend 
vers 1 dans ce cas : lim 0(—1/r, —x/r + a) = 1. 

e^0+ 

2. Cas degenere : u — = 0. 

Dans ce cas, outre le terme constant 1 correspondant a m = 0, le terme d’indice 

, 2 , _ 2i7TV 

m = 1 : x e oscille (sauf dans le cas particulier ou x = 0 , z = 1 : 

sa limite est alors 1 — 


On voit que la convergence de 0(—1/r, —x/r + a) vers 1 est exponentiellement rapide 
sur tout compact de D, autrement dit, le terme d’erreur est domine par pour une 

certaine constante positive C. 


Pour comprendre la formule, et les deux cas consideres, on introduit la determination 
principale de log(—z) sur I’ouvert simplement connexe D = S — gj*" = C* — qui satisfait 
— 1 1 -^ 0. Le “cas general” ci-dessus est celui ou x 0 rgR (mod Z), e’est a dire z G 0 et 
le choix de x est alors tel que 2z7r(x — 1/2) = log(—z). Du point de vue numerique, 0^ 
a un comportement “chaotique” le long de la barriere des poles (dans le plan des x : le 
reseau Z + Zr), lorsque celle-ci se condense en une coupure spirale (dans le plan des x : le 
sous-groupe ferme non discret Z + Rro). 

De la discussion ci-dessus, on deduit le 

Theoreme 


(i) Pour z G Q. et a ^ C, on a, lorsque e ^ 0+ ; 


&q{q‘^z) ~ 



(iTT/r){x—l/2)‘^ ^-2^7^(ci+l/2)(a: —1/2) 


(a) Si de plus /3 G C ; 


hmM!f) 

/^rQqiqdz) 


i-z)^-^ 


□ 


Cette derniere notation designe bien sur e 


(a-l3)logi-z) 
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3.1.3 Application aux caracteres 

On considerera seulement la famille “standard” des Cq^c = (cf. 1.2), mais il y a des 
formules analogues pour des caracteres de la forme (d^i en sont bien, du moment 

que Yl,ri = 0). 

Lemme 


Soit^ £ C. Si I’on note c{q) = , on a, surVt : lim^eg^c(ij)(2^) = (determination 

principale, telle que —1 i-^ Ij. 

Cela decoule immediatement du theoreme. On pent toutefois y ajouter une interpretation 
geometrique. 

Le lieu polaire de eq^c{q) 6st la spirale discrete c{q)q'^, c’est a dire I’image par x e2i7rx 
du reseau translate (Z + Zr) + ye. Lorsque 6^0"'“, celui-ci se condense en le sous-groupe 
ferme Z + Rtq de C, dont I’image dans C* est la spirale logarithmique continue q^ : la 
barriere de poles (discrete) se condense en une coupure. 

En ajoutant a ce lemme la discussion du 3.1.7 sur le comportement au premier ordre, 
il vient alors : 

Proposition 


On suppose donnes des exposants c{q) dependant de q. Si lim (ciq) - l)/{q-l) = 

e^0+ 


on a, surO, I’egalite : lim^eq^c{q)iz) = 


□ 


L’interpretation geometrique est ici la meme, le reseau translate (Z + Zr) + ye etant 
simplement remplace par (Z + Zr) + y(g')e qui se condense egalement en le sous-groupe 
ferme Z -|- Rro (ici, c{q) = et y(g) ^ y). 


3.1.4 Logarithmes 

(2) 

On a introduit au chapitre 1 la fonction lq{z) = z-^j^, qui nous tient lieu d’analogue 
du logarithme. On verifie ici qu’elle en est en effet (a une constante multiplicative pres) 
une deformation. 


Proposition 


On a, sur 11, I’egalite : lim {q — l)lq{z) = log(—z) (determination principale, telle que 

-1 0;. 
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Preuve 


Avec toujours les memes notations concernant q, r, 2 : et x, on introduit Lt-{x) = lq{z). 
La derivation logarithmique de 0 (t, x) par rapport a x donne : 




1 0^(r,x) 
2^7^ 0(r,x) 


On va encore avoir recours a une equation fonctionnelle. On derive logarithmiquement 
celle obtenue au 3.1.2. On obtient alors : 


—tL^{x) = X — 


r + 1 


-U T, 




Lorsque e ^ O"'', g — 1 ~ — 2z7rr et {q — 1)1 q{z) est equivalent a 

T + 1 

—2^7rTL^-(x) = 2^7r(x-^—) + 2i'KL_ij^{—xlT) 


On choisit x g]0; 1[+Rto, ce qui est loisible puisque 2 ; G et que x n’est determine 
qu’a un entier pres. Le terme 2^7^(x — tend vers 2z7r(x — ^), qui vaut log(— 2 ) dans la 
determination choisie. Reste a voir que, pour ce choix de x, x/r) 0. 

L’expression de Iq comme somme infinie au 1.1.3 (deduite en derivant logarithmique¬ 
ment la formule du triple produit de Jacobi) montre que 


L_i/^(-x/r) = 




L — e T 


r>l 


E 

r>0 


„227r- 


1 — e 


2i7r- 


Les termes (r > 1) et (r > 0) sont tous de la forme un reel, ou a < 0; 

les exponentielles correspondantes ont done toutes pour limite 0. La convergence etant 
normale sur tout compact de H, on obtient bien la limite voulue. □ 


Cette proposition (ainsi que les corollaires 4 et 5 des deux lemmes de 3.1.7) entraine en 
particulier qu’il faudra “renormaliser” les parties log-car des solutions canoniques, en les 
exprimant en fonction de {q — l)lq plutot que de Iq lui-meme, si I’on veut un comportement 
regulier lorsque q ^ 1 (ceci ne sera d’ailleurs pas necessaire avec les solutions du cas non 
resonnant baties a I’aide des matrices e^^^). 


3.1.5 Comportement de z)/(z) 

On en aura besoin en 4.4 pour deformer (1 — zIzq)°^. Pour I’obtenir, on procedera 
comme suit : 

- Cas ou l^l < 1 : estimation individuelle des coefficients, puis invocation de la con¬ 
vergence normale. 
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- Cas ou |z| > 1 : exploitation du lien entre 0 ^( 2 ;) 0 ^(l/ 2 :) et Qq{z). 

- Cas on \z\ = 1 : majoration directe de I’ecart a un le tel que |it;| / 1. 

On trouve dans [14] (page 9), sans preuve et sans reference, la reponse lorsque q est a 
valeurs reelles, mais cela ne nous suffit pas. 

w C’est une fonction holo- 

ej{z} 

morphe sur C — ( 7 ^, admettant en g&eral des poles simples en les g” , n G N. Le cas 
special est celui on a G Z : les eliminations font alors de cette fonction une fraction ra- 
tionnelle de degre fixe (independant de q) ; les resultats qui suivent sont triviaux dans ce 
cas. 


On notera (dans cette section seulement) : fq,a{z) 


Theoreme 


lim fq,a{z) = (1 — z)°‘, cette derniere fonction etant la determination principale, telle 

e^ 0 + 

que 0 1 , sur I’ouvert simplement eonnexe flo- 

Preuve 


La definition de 0+ (z) donne le developpement en produit infini : 


fqA^) = n 


r>0 


1 - q°^-^z 
1 — q~^z 


On voit qu’il admet un developpement en serie entiere de rayon de convergence 1 (mod¬ 
ule de la plus proche singularite), disons Ylm>o'^mZ^- 


De I’equation fonctionnelle 


^ f — ^ ~ j. 

^qjq,a — Z Jq,c 


1 — qz 


on deduit les relations de recurrence : 


qTn _ qO:+l 

flO — 1 St Um = dm—l ~ Z (^ — 1) 

qm _ I 

On en tire done la valeur exacte de Um et sa limite lorsque g ^ 1 : 




fV 


TT i “ (“ + 1) / -I\r 

lim Om = -^- = (-1) 


a 

m 
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Ceci montre deja que fq^a ^ (1 — z)°^ coefficient par coefficient, done terme a terme 
(pour un z donne). On va montrer que cette convergence est dominee sur tout compact 

O _ 

de -D(0,1), mettons sur D(0,p) oil p < 1. Pour cela, on majore les coefficients : 

0+1 _ 0 “+^ — 1 — 1 g™ — 1 

-Hi- = 1 - 1 - < 1 + 1 - = 1 + 1 - +- 1 - 

am-i q^-1 - g™-l g-1 g-1 

Pour g voisin de 1, | ^ | est uniformement majore; d’autre part, le corollaire du 

lemme 2 de 3.1.1 dit que | \ > done que | | < 1 + ^, ou C ne depend 

ni de g ni de m. Alors, \am\ < hm '■= ni<j<m(l + j) fq,a est dominee par 
dont le rayon de convergence est 1. Ceci acheve le cas ou \z\ < 1. 


Pour passer au cas ou \z\ > 1, on introduit 

, , ,, , _i, _ 0+(g-“^-') _ 1 - g"z-i Qqiq^z) 

Rappelons en effet que, d’apres la formule du triple produit de Jacobi (donnee au 1.1.1), 

e,+(.)0+(^-‘) = l^e,(.) 

Utilisant 4.1.2 et le cas \z\ < 1, on trouve que, pour z G Hq et jz] > 1 : 

V r 1 1 

lim f„n(z) = - -T-- 

et il n’est pas tres difficile de verifier que ceci vaut bien (1 — z)°‘, achevant la preuve dans 
le second cas. 


Soit maintenant 2 : de module 1; la condition z € Q signifie que 2 ; 7 ^ 1. On fixe, selon le 
lemme 1 de 4.1.1, des reels p, <5 > 0 tels que 

O yj a’^VJ 

Vre G D{z, p),VA>0: 1- 7 >( 5 et 1-^ > S 

Qo % 

II suffit pour cela de restreindre g a un voisinage de 1 defini par e < cq, puis de remplacer 

le p donne par le lemme par p — sup|g" — 1| (cq > 0 etant fixe tel que Ton obtienne p > 0). 

e<eo 

Notons temporairement, pour r G N, 

1 — (\ — 

Pr{w) = -- - — de sorte que P^{w) = - - 

1 — q~^w (1 — q~^wy 

o 

Tous les Pr et P/ sont done definis et non nuls sur D{z,p). De plus, on pent majorer 
la derivee : 

+;+)!< 
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et appliquer I’inegalite des accroissements finis : 


\Pr{w) - Priz)\ < |l-g“ 


I —r P 

I ^ 


Par ailleurs, 


\Pr{z)\ = 


1 + 


q ^z{l — ( 7 “) 


1 — q~'^z 


> 1 - 


|g| ''kill 
(5 


On suppose maintenant q assez voisin de 1 pour que ^ d’oii les majorations : 


log 


fqA'^) 


fqA^) 


sE 

r=0 


log 


Pr{w) 


Pr(z) 


00 

SE 

r=0 


Pr{w) 


Priz) 


- 1 


00 

sEfii 


r=0 


0^ 


Cette derniere somme est un 0{p) uniforme vis a vis de q puisque le facteur vaut 
^ ^ dui est borne. On pent alors prendre p petit et re G D{z,p) de module / 1, 

done tel que fgAA (1 — w)°^ ■ ceci permet aussi de conclure pour 2 ; et acheve la preuve 
du theoreme dans le dernier cas. □ 


3.1.6 La fonction l'^{z) = z{Q~^)'{z)/Q'^{z) 

Elle a ete introduite au 1.1.3. On s’en servira au 4.4 pour deformer log(l — z). 

Theoreme 


Pour z G Oq, lim (q — 1)Z+ (z) = log(l — z) (determination principale sur Qq, telle que 

e^ 0 + ^ 

0 0 ;. 

Preuve 


La strategie est la meme qu’a la section precedente. Supposons done pour commencer 
que l^l < 1, plus precisement que 2 ; G 11(0, p), p < 1 fixe. Alors 


00 


r=0 




2 ; 


EE(‘''’’")’” = -E(E«'”'G 

r>0 m>l m>l r>0 


E 

m>l 


qn 


qm _ I 


En effet, la famille double des q est dominee par celle des |g| p^^ laquelle est 

sommable, ce qui justifie les commutations. 


Comme = 2 ;™' + J_^ 2 :™', on a I’expression plus agreable : 


C(^) = -T^ - E 


1 - z ^ q^ - 1 

m>l ^ 
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Ainsi, nous sommes conduits a etudier la serie entiere : 


E = -(«- - to - 

m>l ^ 

Ses coefficients tendent bien vers les coefficients ^ de — log(l — z). Reste a voir que la 
convergence est dominee sur D{0,p). Mais ; 


g - 1 ^ kol 1 

qm _ I — Im{To) m 

d’apres le corollaire du lemme 2 de 4.1.1. Comme la serie X]m>i ^ converge, ce premier 
cas est regie. 


Le cas Izl > 1 vient alors facilement de la formule ; 




et du comportement de (q — l)lg, etudie en 4.1.4 : il n’est en effet pas tres difficile de 
verifier que 

log(l -z)- log(l - z~^) = log(-z) 

Reste le cas de z de module 1 (mais different de 1). Soient p , S > 0 tels que 


Vrc G D{z, p) , VA > 0 


1-4 

go 


> 5 


Leur existence est assuree par le lemme 1 de 4.1.1. La convergence uniforme d’une serie 
de fonctions holomorphes autorisant la derivation terme a terme, on pent majorer, pour 

O 

w G D{z, p) : 

r>0 

Par application de I’inegalite des accroissements finis ; 


(1 — q~^w)^ 


< 


1 |g| 

52 \q\ - 1 


|(g- l)/+(u;) - {q-l)l+{z)\ < 


p\q\ |g- 1 | 

<52 \q\ - 1 


Ce dernier majorant est un 0(p) uniforme en q. On choisit done w proche de z et de module 
7 ^ 1 , et I’utilisation du meme argument qu’a la section precedente permet d’achever la 
demonstration. □ 
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3.1.7 Le comportement ne depend que du premier ordre 

Les resultats de 3.1.2 et de 3.1.5 supposent que la variable est de la forme q°‘z, c’est 
a dire varie exactement le long d’une spirale logarithmique avec q. On va ici montrer 
que cette condition pent etre assouplie, ce qui sera commode (et meme indispensable) 
pour deformer des solutions d’equations differentielles (lineaires, a coefficients rationnels 
et fuchsiennes) arbitrairement prescrites. J’ai deja conjecture au debut de ce chapitre que 
la variation de q elle-meme devait pouvoir etre assouplie de fagon analogue. 

Comme dans tout ce chapitre, on n’indique pas toujours explicitement dans les nota¬ 
tions les dependances en e. En particulier, on va considerer des complexes c, z, zi et Z 2 
qui dependent de q, done de e (alors que zq et a seront fixes). 

Lemme 1 


On suppose que zi et Z 2 tendent vers zq G Qq. 
Alors 


.. ©^(^ 2 ) 

lim ——- 
e^o+0+(zi) 


On suppose de plus que Z 2 /zi 

= 1 


l + o(e). 


Lemme 2 


(i) Sous les mimes hypotheses, 

lim {l+{z 2 ) -l^{zi)) = 0 

(a) Si Von suppose seulement que Z 2 Iz\ = 1 -|- 0(e), 

lim ((g - l)f+ {Z 2 ) -{q- 1)/+ (^i)) = 0 

e—^0^ 


Avant de prouver ces deux lemmes, notons tout de suite leurs consequences qui nous 
seront utiles pour etendre la portee des estimations precedentes : 

Corollaire 1 


Soit Zq G fl. Si, pour j = 1 , 2, Zj = zo{l — 2nTTQaje o(e)), alors 

0g(^^2) 


lim 

e^0+ &q{Zl) 


= i-zo) 


oi2—(y.i 


L’hypothese dit que 


q-l 


0^-7 . 
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Corollaire 2 


Soit zq £ il,. Si c = 1 — 2z7rro7e + o(e) et si z = zq + o(e), alors 

lim eq^dz) = {-zod 
e^0+ 

L’hypothese dit que = 7- Ce corollaire justifie (enfin!) la proposition de 3.1.3. 
Corollaire 3 

Soit zo G Hq- Si, pour j = 1 , 2, Zj = zo{l — 2riTToaje + o(e)), alors 

lim 0 +(z 2 )/ 0 +(zi) = (1 - 

€—s-O"^ 

Corollaire 4 

Soit zq £ Si z = zq + o{e), alors 

lim {q - l)lq{z) = log(-zo) 
e^0+ 

L’hypothese dit que 0. 

Corollaire 5 

Soit zo G Hq- Si z = zq + o(e), alors 

lim (g - 1)^+ (z) = log(l - zo) 

e^0+ ^ 


Preuve du lemme 1 


Soit Uq = zi — Z 2 '■ c’est un o(e). On part de I’egalite : 


Qg(^2) 


11 ( 1 + 


q ''Uq 

1 - q-^zi 


II existe un disque D{zo, p) sur lequel, quel que soit A>0, |1 —>(5>0. Pour q proche 

% 

de 1, zi et Z 2 sont dans le disque et 


log 


Q|(^2) 


sE 


q ''Uq ^ l^gl |g| 

1 - q-^zi ~ 5 |g| - 1 
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et ce dernier major ant est un 0 (^ 7 j-) uniformement en q. 

Comme Uq = o(e) et g — 1 ~ —2^7^roe, cette estimation est suffisante. □ 

Preuve du lemme 2 


Avec les memes hypotheses que ci-dessus, on part de I’inegalite : 




r>0 


q 'Uq 


(1 - q-^zi){l - q-'^Z2) 


< 


|g| |g-l| \Uq\ 

52 \q\-l\q-l 


On trouve done encore une fois que \l^{z 2 ) — ll^{zi)\ = 0(^^) uniformement en q. 


Nous pouvons done conclure pour les deux cas cites dans le lemme. 


□ 


3.2 Comportement a valeur initiale fixe 

Selon les conventions detaillees au 3.1,, q = qf) tend vers 1 le long d’une spirale. Les 
dependances en q ne seront pas necessairement explicites dans les notations. 


On considere I’equation aux g-differences a coefficients rationnels fuchsienne en 0, “avec 
conditions initiales” ; 

f aqX = AX 
{x(0) = Xo 

L’equation est vue “en famille”, e’est a dire que A depend de q (et done de e). La 
condition initiale est, dans cette section, fixe, e’est a dire que Xq ne depend pas de q. De 
plus : 

- A satisfait les hypotheses generates qui font que I’equation est fuchsienne; en partic- 
ulier, Aq = A(0) G GLn{C). Ces hypotheses seront renforcees selon les besoins au fur 
et a mesure de I’etude. On veut faire confluer ce systeme vers le systeme differentiel 
a coefficients rationnels avec conditions initiales 

jsX = AX 

\x(0) = Xo 

L’analogie choisie etant {aq — Id)/{q — 1) (5 = zd/dz, nous supposerons que 

la matrice B = (A — In)/iq — 1) tend, lorsque e ^ 0^, vers la matrice rationnelle 
B G M„(k). On ecrira egalement A = In+TjB , r/ = q—1. La condition de rationnalite 
de B pent etre affaiblie (dans ce chapitre) en i? G M„(ko), mais les hypotheses sur 
les poles seraient nettement plus compliquees a formuler. Notons d’ailleurs que nous 
etudierons au chapitre 4.4 un tel exemple, avec une singularite essentielle a I’infini : 
nos methodes s’appliqueront encore, ce qui montre que les equations aux g-differences 
que nous appelons fuchsiennes ne sont peut-etre pas si fuchsiennes que ga. 
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- Xq est un vecteur fixe non nul de tel que, quelque soit q, AqXq = Xq. On suppose 
de plus qu’il n’y a pas de r&onnance ; aucun , m £ N* n’est valeur propre de 
Aq. Cela sera consequence d’une autre hypothese sur B a partir du 3.2.1. 

Les algorithmes du ctiapitre 1 attribuent au systeme aux g-differences avec condition 
initiate ci-dessus une unique solution X. La theorie classique des equations difFerentielles 
montre I’existence d’une unique solution du systeme difFerentiel avec conditions initiales. 
Pour prouver la convergence de X vers X (qui est en fait une confluence), nous procederons 
en deux etapes : 

- Etude locale ; il s’agit de reprendre la resolution formelle et la preuve de con¬ 
vergence “en famille”, et, en parallele, I’algorithme correspondant pour I’equation 
differentielle. II faudra done egalement une hypothese de non-resonnance pour celle- 
ci : a partir du 3.2.1, nous supposons done que I’equation differentielle 5X = BX 
est fuchsienne sur S et non resonnante en 0, autrement dit ^^(^(O)) n N* = 0. On 
verra que cette condition entraine que, pour e assez petit, A est non resonnante en 
0, autrement dit ; Sp{A{0)) O q^* = 0. 

- Etude globale ; on sort d’un voisinage de 0 (dans lequel la convergence a ete etablie) 
le long de demi-spirales q^^ zq- Ceci nous ramene a un probleme de variable reelle 
(on pose z = zoqQ) et equivaut a I’emploi de la methode d’Euler pour approcher les 
solutions d’une equation differentielle. 

Pour que I’ouvert ou cela marche, et done le resultat, soit non trivial, il faudra en 
outre introduire une hypothese sur les poles. Notons zi, ..., Zr les poles de B sur S. Ce sont 
done en fait des elements de C* (I’equation differentielle etant fuchsienne). L’hypothese 
necessaire est que “les poles de A (et done ceux de B) tendent vers ceux de B", e’est a 
dire que, quelque soit z 0 {zi, ..., Zr}, A soit definie en z pour e assez petit. 

Notons alors _ 

^0 = C - U zjq^^ = S - IJ zjqf^ 

C’est done un ouvert simplement connexe de S. Si Qg^o est I’ouvert analogue pour les poles 

de A, on voit que Qq est Indus dans la “limite” u n Ceci permettra de donner 

a>0ee]0;a[ 

un sens a I’affirmation : “S converge vers B sur Qq” et a des conditions de convergence 
uniforme. 


Eigure 2 
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3.2.1 Etude locale 


Outre les hypotheses precedentes, on suppose que B est holomorphe en 0, ainsi que B 
pour e assez petit : 

j B = Bq + Biz + ... 

= Bq + BiZ + ... 

(les Bm dependent done de q), et que la convergence de B vers B est normale dans un 

O _ 

disque ouvert non vide D{0,p) C Oq • il existe une serie entiere bo + 612 : + ... de rayon de 
convergence p > 0 telle que, pour e assez petit^ : 

Vm G N : \\Bm\ \ < 

Proposition 

^ O _ 

X converge uniformement vers X sur un disque ouvert non vide D(0, r) C Hq. 

Pour le demontrer, nous aurons besoin du 

Lemme 

II existe une constante C telle que 
(i) Vm > 1 , \\{mln — il(0))“^|| < C 

(a) Pour e suffisamment petit, Vm > 1 , 11 (In — 1^(0))~^|| < C 

Preuve du lemme 

Pour m > 1, {min — 5(0))“^ existe (condition de non-resonnance); comme sa norme 
tend vers 0 pour m ^ 00 , la premiere conclusion est assuree. 

On a vu au 3.1.1 (corollaire du lemme 2) que | \ > ■ Pour e petit, e’est 

a dire pour q proche de 1 , on a done une majoration uniforme de — -S( 0 ))~^ll 

valable pour m > mo, mo etant convenablement choisi (assez grand). Comme la limite de 
In — B{t)) est min — B{{)) et que Ton n’a besoin de considerer que le cas ou m < mo, 
la seconde conclusion est egalement assuree. □ 

Preuve de la proposition 

^Dans tout ce chapitre, on notera || — || une norme quelconque sur C" ainsi que la norme subordonnee 
sur M„(C), par exemple ||M|| = max Xi \mi j\ 
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La resolution formelle des deux systemes se mene en parallele : leurs solutions respec- 
tives sont X = Xq + zXi + ... et X = Xq + zXi + ..., ou Xq = Xq est une donnee et ou 
les autres termes se calculent par recurrence : 

(X^ = {q^In - Ao)-^{AiXm-l + ... + AmXo) 

\Xm = {min — Bo)~^{BlXm-l + ■■■ + BmXo) 

Mais, compte tenu de ce que Aq = In + rjBo et, pour m > 1, Am = rjBm, la premiere 
relation se reecrit : 

0 ™ — 1 

Xm = - Z-In — Bq) ^{BiXm-1 + ■■■ + BmXo) 

q-1 

La convergence uniforme sur un disque de la fonction analytique B vers la fonction 
analytique B entraine la convergence terme a terme : Vm G N , Bm Bm- On en deduit 
par recurrence le fait que, quelque soit m, Xm Xm- Ceci est evidemment valable sur bio. 

On applique la methode des series majorantes a ces deux resolutions formelles : on 
introduit X{z) =xq + xiz + ..., ou xq = ||Xo|| = ||Xo|| et ou Xm = C{hiXm-i + ... + bmXo) 
{C est la constante fournie par le lemme ci-dessus). 

La serie entiere X{z) a un rayon de convergence > 0 (voir la preuve du lemme 1 de 
1.2.2). Prenant r = min(p, p'), on conclut que la convergence de X vers X est dominee sur 

O 

D{0,r), plus precisement : Vm G N , < bmr^, avec ^ < oo. L’invocation 

m>0 

du theoreme de convergence dominee acheve la demonstration. □ 

Cette demonstration contient implicitement la preuve de la non-resonnance du systeme 
au g-differences pour q proche de 1. 

3.2.2 Etude globale 

O 

On va maintenant sortir du disque D{0, r) le long de segments de spirales de la forme 
qui ne rencontrent pas les poles Zi. 

On suppose done dorenavant que, pour tout tel segment de spirale Indus dans Qq, A 
est defini sur tout ce segment pour q assez voisin de 1. Cette liypottiese sera subsumee par 
I’hypothese C que I’on introduira au 3.2.3 (convergence uniforme de B vers B sur tout tel 
segment). 

Fixons un point zi G Hq en lequel on veut demontrer que X ^ X. Pour un certain 
-A ° ° 

A > 0, zo = ^0 -^1 ^ L^(0 ,r). Si zi G D{0,r), on pent meme prendre A = 0, mais dans ce 
cas il n’y a rien a prouver! 
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Puisque jzol < r, on pent aussi fixer un certain a > 0, tel que |go-®o| < de sorte que 
gQ est une partie compacte de i3(0, r). 

Notons d’autre part S le lieu polaire de A (et de B) et Qg = C — gJ*'S : c’est un ouvert 
(non connexe en general) contenu dans fig^o- D’apres les hypotheses sur les poles, pour g 
assez proche de 1, zi € fig et Ton a meme en fait I’inclusion q^zi = q^zq C fig. On le 
supposera desormais. 

On passe aux variables reelles en posant z = qgZo , t G R et : 

' Y,{t) = Xiq^zo) 

Y{t)=X{qlzo) 

' ait) = ^i?(gjzo) 

= -2i7rToB{qlzo) 

Notre but est done de demontrer que P)r(A) ^ P"(A), c’est a dire que Xizi) X{zi). 

Les conditions posees et les conclusions deja obtenues se reecrivent : 

y)(— oo) = Y{—oo) = Xo (dont on ne se servira pas) 

Yf:it + e) = [In + €Ceit))Yf:it) (I’equation fonctionnelle) 

< Y'it) = Cit)Yit) (I’equation differentielle) 

lim Y^it) = y(t) (convergence uniforme sur [— 00 ; a], obtenue au 3.2.1) 

e^0+ 

lim Ce (t) = C it) (hypothese qui sera renforcee plus loin) 

Ve^0+ 

On invoquera maintenant la methode d’Euler pour la resolution approchee d’equations 
diffCTentielles lineaires (vectorielles, d’ordre 1), dans sa version multiplicative et a pas non 
constant^. Faute d’une reference exactement appropriee a nos besoins, nous invoquerons 
[20] (probleme d’analyse, III.5 et IV. 1). 

Theoreme 


Soit A G CQa] b[, Mn iC)) et soient to < ti dans]a-,b[. On se donne, pour p entier > 1, 
une subdivision tn = < ... < = U de diametre := max As^'^ 

(on note On suppose que lim e„ = 0. Alors, la resolvante de I’equation 

^ ^ p^oo ^ 

differentielle X' = AX est donnee par la formule : 

UitiAo) = + Al(s[f’^)As[f^) 

^On peut considerer tout ce travail comme une vision geometrique de la methode d’Euler : la geometrie 
etant celle des zeros, des poles et de la ramification des solutions complexes exactes et approchees 
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Appliquons ce theoreme pour calculer la resolvante U{X,fj,) de I’equation difFerentielle 
Y' = CY : nous aurons done ^(A) = ?7(A, O)y(O). On subdivise [0;A] avec le pas ue puis 
N fois le pas e, ou = E{^) et u = ^ — N. On trouve : 

U (A,0) = lim [In + e(7(A — e))...(/^ + eC*(A — Ne))[In + r'eC(O)) 

e^0+ 

Mais nous voulons utiliser C et non C. Nous remplacerons done [20], III.6 par une version 
amelioree que Ton deduit du 

Lemme 


Soient Ai,Ei,E^ des elements de M„(C) et notons = Ai + Ei,...,A'^ = 
Am + Em- Alors 


||(/„ + + A„) - (/„ + A\).4U + a;„)|| < ||£,||)exp(^(||A.|| + ||£,||)) 

i=l i=l 


Preuve 


On pose, pour t G [0; 1], f{t) = (/„ + Ai + + Am + tEm)- Alors 

m 

f'{t) = ^^{In + Ai + tEi)...Ei...{In + Am + tEm) 

i=l 

et I’on tire de I’inegalite triangulaire ; 

m 

i=l 

Cette majoration permet de eonelure, puisque 1 + x < e*. □ 

Corollaire 


Soient (Ap^i) et (Bp^i) deux families de matrices indexees par des couples d’entiers (p, i) 
tels que 1 <i <p- On considere les suites de terme general Up = {In + Apq)...(/„ + Ap^p) 
etVp = {In + Bp^i)...{In + Bp^p). On suppose que, lorsque p ^ oo : 

(i) La suite de terme general ^ ||^p,i|| est bornee. 

(a) La suite de terme general ^ — Bp^i\\ converge vers 0. 

i<j<p 

Alors lim ||Cp — I4|| =0. 

P^OQ 
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Preuve 


On applique le lemme avec pour Ai et Bp i — Ap^i pour Ei ; il vient : 
\\Up — V^ll < ( ^ ^ “ -6p,i||) 6Xp( ^ ^ ^ ^ ll^p,i “ Bpi 

l<i<p 

La conclusion est immediate. 


□ 


Nous utiliserons ce corollaire avec pour matrices Ap^i et Bp^ les valeurs respectives de 
C et C aux points de la subdivision introduite plus haut. La condition (i) est verifiee : 


N 

E ll>lpall = E'll'?(^-^')ll+H|C(0)|| 

l<i<p j=l 

C’est une somme de Riemann, elle converge vers ||(5(t)|| dt {C est une fonction con¬ 
tinue) ; la suite correspondante est done bornee. 

De meme, pour verifier la condition (ii), on considere la somme : 

N 

ii^p,* - ^ppII = + ^^11^(0) -^^(0)11 

l<i<p j=l 

Majorant uniformement tons les termes, et remplagant {Ne + ve) par sa valeur A, il 
vient ; 

^ \\Ap^i - Bp^iW < A sup||(7 - Cell 

i<i<p 

Ce dernier majorant aura pour limite 0, et done, la condition (ii) sera a coup sur verifiee, 
si Ce converge uniformement vers C sur [0; A] ; on le suppose done. On voit alors que 

U (A, 0) = lim {In + eCe(A — e))...(/„ -|- eCe(A — Ne)){In + i^eCe(O)) 

e^0+ 

Par ailleurs, iterant I’equation fonctionnelle satisfaite par Y^, on trouve : 

ye(A) = {In + eCe(A - e))...(4 + eCe(A - Ne))Y,{ue) 

Le produit ci-dessus est, a un facteur pres, celui dont la limite est C(A, 0); le facteur 
manquant est In + i^eCe(O), qui tend vers In- La convergence uniforme de Y) vers Y sur 
[—oo;a] implique que lim Y^{ue) = R(0). Ainsi, la limite de Y):(A) est t/(A, O)y(O), c’est 

a dire R(A) par definition de la resolvante U. Autrement dit : lim X{zi) = X{zi) : ceci 

e^0+ 

acheve I’etude globale. 


Proposition 


Les hypotheses : C continue sur [0; A] et : 
y)(A) ^ Y{^), c’est d dire : X{zi) X{zi). 


C uniformement sur [0; A] entrainent : 

□ 
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3.2.3 Synthese des resultats 

On se donne B G M„(k), matrice d’une equation differentielle lineaire fuchsienne : les 
poles zi,...,Zr de B sur S sont done en fait des elements de C*. 

On se donne egalement une condition initiale Xq G C” — {0} telle que BXq = 0. On 
suppose que I’equation avec condition initiale : 

jsX = BX 

\x(0) = Xo 

est non-r&onnante, e’est a dire qu’aucun entier non nul n’est valeur propre de -B(O). Elle 
admet alors une unique solution formelle, celle-ci est convergente et admet un unique 
prolongement analytique sur I’ouvert simplement connexe 

f7o = C- U z,qf-^ = S- U z,qf^ 

On se donne enfin une matrice B G Mn(k) dont les coefficients dependent de q et 
soumise aux conditions : 

- (A) Les poles de B tendent vers ceux de au sens suivant : Vz 0 {zi, ...,Zr}, B est 
definie en z pour e assez petit. 

- (B) II y a un disque ferme non trivial D{0,p) C Hq sur lequel B converge uni- 
formement vers B. 

- (C) II y a egalement convergence uniforme de B vers B sur tout segment de spirale 
qQ zq C iio- 

Les conditions (B) et (C) sont des renforcements de (A) ; (C) garantit I’hypothese faite 
au debut de I’etude globale. 

Si zi,...,Zs sont les poles de B, on pent encore definir un ouvert simplement connexe 
(dependant de q) 

^<l,0 = C- U Zjq^^=S- U Zjqf^ 

D’apres les hypotheses, tout ouvert relativement compact de (Iq est contenu dans 
pour q assez proche de 1. 

Theoreme 


On pose T] = q — 1 et A 
avec condition initiale 


In + pB. Alors, pour e assez petit, Vequation aux q-differences 

I <TgX = AX 
lX(0}=Xo 
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admet une unique solution formelle X, qui est convergente et se prolonge analytiquement 
d Lorsque e tend vers 0, X tend vers X. 

Preuve 


La remarque qui precede immediatement I’enonce du theoreme justifie le sens de 1’- 
expression “X tend vers X”. Les calculs de I’etude locale ont montre que le systeme aux 
( 7 -difFCTences avec condition initiate ci-dessus est non-resonnant pour e assez petit, d’ou les 
affirmations concernant X (par invocation du chapitre 1). L’hypothese (B) est celle qui 
a servi a justifier I’etude locale elle-meme (pour prouver la convergence dominee). L’hy¬ 
pothese (C) est celle qui nous a servi a justifier I’etude globale au 3.2.2. □ 

Nous nommerons la conjonction des hypotheses (B) et (C) “convergence uniforme 
sur suffisamment de compacts de f 2 o”- EHe est notamment impliquee par la convergence 
uniforme sur tout compact. 

3.2.4 Application 

Le theoreme sera applique de fagon quelque peu contournee a une etape du devissage 
des equations aqX = AX et 5X = BX au 3.4 ; celle qui concerne la partie H dans I’Ariture 
X = QqHLC des solutions canoniques obtenue au 1.2, ou la partie F dans I’Ariture 
X = Fcq^A obtenue au 1.3. On donne ici une breve description de ces applications, qui 
sera reprise dans son contexte au 3.4. 

Solutions canoniques premiere maniere 

Dans le devissage premiere maniere, on considere I’equation aux (/-differences ma- 
tricielle : 

{aqY = KYK^^ 

\X(0) = In 

Ici, K e GL„(k) et Kq = A(0) G GL„(C). 

De fagon analogue, on a affaire a I’equation differentielle (matricielle aussi) : 

Uy = JY - y Jo 
tx(o) = 4 

Ici, J G M„(k) et Jq = J(0) G Mn{C). 

On suppose cette derniere equation non resonnante, au sens ou deux valeurs propres 
de Jq ne peuvent differer d’un entier non nul. Cela revient a dire qu’aucune valeur propre 
de I’endomorphisme M 1 -^ J{0)M — M Jq de M„(C) n’est un entier non nul (cf 1.3.1.2). On 
suppose aussi que K = In + r]J oh J ^ J avec “convergence uniforme sur suffisamment 
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de compacts” de ce dernier dffini par les poles de J; et que les poles de K tendent 
vers ceux de J. 


Ces equations matricielles peuvent etre vues comme des equations vectorielles dans 

2 _-I 

C" auxquelles on applique ce qui precede : on instancie X ^ AX par Y ^ KYKq et 
X 1 -^ BX par Y = JY — YJq. Alors BX est instancie par 


KYK^^ - Y 

q-1 


{JY - YJo)K-^ 


On a en effet ecrit K = + ijj et Kq = /„ + 77 Jq. Comme J ^ J et Kq (uni- 

formement), on pent prouver que les hypotheses du theoreme sont satisfaites et I’on conclut 
que Y ^ Y sur Qq. 


Solutions canoniques deuxieme maniere 

Ici, I’etape correspondante du devissage consiste a se ramener a une equation a coeffi¬ 
cients constants par une transformation de jauge holomorphe et tangente a I’identite. 

Pour I’equation aqX = AX, la transformation de jauge est specifiee par les conditions : 

f aqF = AFA{0)-^ 

\F{0)=In 

Pour I’equation 5X = BX, la transformation de jauge est specifiee par les conditions : 

f(5F = BF-FB{0) 

\F(0) = In 

Ces equations matricielles peuvent etre considerees comme des equations vectorielles 
dans Mn{C) et on pent leur appliquer les resultats precMents ; les hypotheses sont man- 
ifestement vCTifiees et I’on conclut que F ^ F sur Hq. 


3.3 Convergence de la partie log-car 

Nous traiterons successivement (et quasi-independamment) les deux formes canoniques 
obtenues au chapitre 1. La premiere {X = QqHLC) necessitera une renormalisation, tandis 
que la seconde {X = -Peq^^(o)) non ; c’est la un de ses nombreux charmes. 

3.3.1 Renormalisation et convergence des parties log-car LC 

La solution canonique obtenue en 1.2 a la forme X = QqHN , ou : 

- Kq = Qq^AqQq est une matrice de Jordan, formee de blocs c^i^m- 
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~ N = LC, partie log-car, est formee de blocs Cq^cLm et verifie I’equation fonctionnelle 
matricielle aqN = KqN. 

- H est I’unique solution du systeme aux g-differences matriciel avec conditions ini¬ 
tiates : 

f aqH = KHR-^ 

\H{0)=In 

dans lequel on a pose K = Qq^AQq. 

Renormalisation des solutions canoniques 

La theorie des fonctions de 3.1 a mis en lumiere le fait que c’est {q — l)lq, et non Iq 
elle-meme, qui se comporte agreablement lorsque q ^ 1. Ainsi nos matrices L^. ne con¬ 
verger ont pas. 


An lieu des blocs Cq^cLm, on preferera done faire apparaitre des blocs eq^cL'^m definis 


comme suit : 


L' = 


(if'' {r]/cYlf^ ... (?7/c)™ 

... (r?/c)— 


VO 


,(o) 

Iq 


0 


(0) 


= V 


J 




/A ^ 0 

0 A /U 


0 0 0 
Vo 0 0 


0 0 \ 
0 0 


A ^ 

0 A/ 


= 


(i,m 


Comme d’habitude, on a pose rj = q — 1. Ces blocs satisfont I’equation fonctionnelle ; 

^q{^q,cL(.m) ^c,ri,m{^q,c^c,m) 

On passe des anciens blocs aux nouveaux par une conjugaison. Notant Emix) = 
diag(l, X,..., on a les relations ; 

= {EMX))-\X^l,m)EM\) 

Lc,m = iE^iv/c))~HLm)Emiv/c) 

La reduite de Jordan de Aq sous forme de diagonale de blocs renormalises sera alors 
Kq = {Q'q)~^AqQ'q, oil Q'q = QqEq et ou K'q = Eq^KqEq-, la “matrice de renormalisa¬ 
tion” Eq est formee des blocs Emi'q/c) correspondant aux exposants c. La partie log-car 
de la solution renormalisee est N' = Eq^NEq, formee des blocs et verifiant I’equation 
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fonctionnelle aqN' = KqN'. 

La solution renormalisee est alors X' = QqH'N' , ou H' est specifie par le systeme avec 
condition initiate : 

\H'{Q) = In 

dans lequel on a pose K' = AQq. 

On voit facilement qu’en fait, H' = E^^HEq, puisque cette derniere matrice satisfait 
aux conditions qui specifient H' de maniere univoque. La solution canonique renormalisee 
est done simplement X' = XEq. 

Autrement dit, en termes de la construction vectorielle de 1.2, la solution renormalisee 
s’obtient en multipliant chaque vecteur d’exposant c et de “poids logarithmique” k (e’est 
a dire, dont I’expression fait intervenir par le facteur (rj/c)^. Les logarithmes 

“sous-dominants” sont done voues a disparaitre a la limite. 


Convergence de la partie log-car renormalisee 

Supposons maintenant que la matrice A de I’equation aux (/-differences varie “avec 
structure de Jordan en 0 continue”, e’est a dire : les blocs de la rMuction de A(0) sont de 
taille constante, les exposants de la forme Ci = 1 + rj^i, ou ^ ji- Ainsi, on pent ecrire 
K = In + rjl, avec J ^ J. 


Dans ces conditions, on pent dMuire des resultats de 3.1.3 et 3.1.4 que ; 




II s’agit, bien sur, des determinations principals sur D deja mentionnees. La partie log-car 
renormalisee tend done vers la matrice N formee des blocs : 




/I 

. , {log(-z))^i ^ 


(mi-2)! 


Vo 


= mi log(-^) (•_^)?7i,mi 


qui n’est autre que la solution canonique de I’equation differentielle 5L = JL produite par 
la methode de Frobenius {voir [16], [28]); a ceci pres que nous utilisons {—z)^ et log(—z) 
au lieu de et log( 2 :). 
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3.3.2 Parties log-car de la forme 

Dans le cas non-resonnant, on a introduit an 1.3 une autre version des solutions fon- 
damentales canoniques, via I’equivalence avec une equation a coefficients constants : A est 
equivalente a ^1(0) par une transformation de jauge F meromorphe sur C, holomorphe et 
meme tangente a I’identite en 0. II y a une solution canonique speciale eq^A(o) ^ I’equation 
a coefficients constants, et done une solution canonique Feq^A{o) ^ I’equation de depart. 

La partie log-car de celle-ci est done e^(o) i ^t on va id dudier son comportement lorsque 
q^l. 

Pour simplifier les notations, on se placera directement dans le cas d’une famille 
(parametree par q) d’equations a coefficients constants, confluant en une equation differentielle 
a coefficients constants. A est done une matrice de GL„(C) mais dependant de q. 


Remarque preliminaire 

Considerons les matrices suivantes : 


B = 


B, = e 


2 1 
COS j 

— sin i cos i 


— sin - cos - 


sm 


2 1 


On voit done que lim B^ = B. Mais B^^/e est la matrice de la projection orthogonale 

sur le vecteur de coordonnees (cos 1/e, — sin 1/e). Toute trigonalisation de B^ sera done 
obtenue dans une base tournant infiniment vite lorsque e ^ O"*", et I’on ne peut deployer 
aucune trigonalisation de B en une trigonalisation de B^. Ceci justifie I’introduction d’une 
hypothese particuliere dans la definition qui suit. 


Definition 


On dira que B tend vers B avec sa triangularisation s’il existe une triangularisation 
S~^BS = T (dependant done de q) et une triangularisation S~^BS = T telles que S ^ S 
et done T —>■ T. 

C’est par exemple le cas si B est diagonalisable. 

Convergence de Cq^A 

On suppose ici que, pour chaque valeur de q, B £ Mn{C). On note A = F + {q — 1)B 
et Ton se propose de prdiser le comportement de Cq^A lorsque e ^ O"'' et que B ^ B avec 
sa triangularisation. On reprend les notations precMentes. 

Soit D -|- la decomposition de Dunford additive de R. La decomposition de Dunford 
multiplicative DU de A s’obtient en prenant D = F + iq — 1)D et U = F + {q — l)D~^N. 
Alors la matrice diagonale A = SDS~^ et la matrice diagonale A = SDS~^ (qui est la 
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partie diagonale de T) sont liees par la relation : A = /„ + ((7 — 1)A. 

Soient D + N \a. decomposition de Dunford additive de B et A = SDS~^ la partie 
diagonale de T. Done (A — In)/{Q — 1) tend vers A. II est alors immediat (d’apres les 
resultats de 3.1.3) que tend vers {—z)^ et done eq^D tend vers {—z)^. 

Comme D~^N tend vers N, il decoule pareillement des resultats de 3.1.4 que la 
limite de = {In + {q — est {—z)^ : cela revient en effet a dire que 

{q - 1)^4^^ ^ (log(- 2 ;))^/A:!. 

On voit done que Cq^A tend vers {—z)^. 


3.4 Devissages en parallele 


On se donne maintenant 

- Une equation differentielle lineaire a coefficients rationnels fuchsienne non resonnante ; 
SX = BX. On nomme zi ,..., Zr les poles de il : ce sont des elements de C*. On note 


Jo — (Qo) ^BqQo 


/e 


71,mi 

0 e 


72,m2 


0 


\ 0 0 ... C^r,mr/ 


une rMuction de Jordan de Bq = B{0). 

- Une equation aux g-differences lineaire a coefficients rationnels fuchsienne en 0 : 
aqX = AX, ou A G GL„(k) depend de q. On suppose que Ton peut ecrire la matrice 
A sous la forme In + rjB {r] = q — 1), avec B ^ B. 

e^0+ 

On supposera que la convergence B ^ B est astreinte a satisfaire les conditions suiv- 
antes : 

- (A) Les poles de A (et done de B) tendent vers ceux de B. 

- (B) B ^ B et i\ y a “convergence uniforme sur suffisamment de compacts” de Oq. 

- (C) La variation de Bq est a structure de Jordan constante ; Qo se prolonge en Qo, 
fonction continue de q dont elle est la limite lorsque e ^ 0^, de sorte que Lon ait 
une reduction de Jordan en famille : 


Jo — (Qo) ^BoQo 


( C7i,mi 

0 e 
V 0 


0 

72,^2 

0 


0 


^7r,mr 


/ 


et 7 i ^7 {i = 1 , ...,r). 
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Toutes ces conditions sont, par exemple, vCTifiees si I’on prend B = B\ 

Dans ces conditions, la variation de Aq est aussi a structure de Jordan constante ; 


Kq — (Qo) ^AqQq — 


avec Cj = 1 + Tj'ji {i = 1,r). 


sCi 

0 


La r&olution canonique de I’equation differentielle par la methode de Frobenius com- 
porte les etapes suivantes {voir [16],[28]) : 

1. On choisit une matrice “log-exposants” N telle que 5N = JqN. Le choix canonique 
est celui d’une matrice diagonale par blocs, dont les blocs sont determine par la 
structure de Jordan et ont la forme : 


1 ... 

n 1 ilogi-z))^i 2 

^ ••• (mi-2)! 


— _ 2 ;)Ji g? 0 ,mi log( z) __ ^_2^C7i,mi 


A ceci pres, bien sur, que le choix classique comporte plutot logz et z'^, que nous 
avons remplaces par les determinations principales de log(—z) et de {—zy sur D. 

2. On cherche alors la solution X sous la forme QqYN, Y etant specifie par I’equation 
differentielle matricielle avec condition initiate ; 

j6Y = JY- YJo 

\d(0) =4 

On a pose J = {Qq)~^BQq. Ceci determine alors un unique Y sur Dq; grace a 
I’hypothese de non-resonnance. 


3.4.1 Convergence des solutions du type QqHLC 

La resolution canonique de I’equation aux g-differences obtenue en 1.2, telle qu’elle a 
ete renormalisee en 3.3 comporte les etapes suivantes : 

1. Une matrice log-car N = LC verifie aqN = KqN. Le choix canonique (une fois 
choisie une reduction de Jordan) est celui de la matrice diagonale par blocs dont les 
blocs sont determines par la structure de Jordan et ont la forme : 

4°^ (7?/c)^4^^ ••• 

0 4°^ - (??/c)™“^4”'"^^ 

0 0 ... 4°^ J 
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On a vu que, dans ces conditions, N ^ N sur 0. 

2. On cherche alors la solution X sous la forme QqYN, Y etant specifie par le systeme 
aux (/-differences matriciel avec condition initiate ; 

I agY = KYK^^ 

Ino) = 4 

On a pose K = Q^^AQq. Ceci determine alors, pour e assez petit, un unique Y sur 
grace a la non-resonnance. On a vu au 3.2 que Y ^ Y sur Oq. 

On reunit ces conclusions en un 

Theoreme 


La solution canonique renormalisee X tend vers la solution eanonique X sur Oq 

onOo- 


□ 


Figure 3 



3.4.2 Convergence des solutions du type Feq^A{o) 

Le raisonnement est en tout point analogue a celui qui precede. Pour I’equation agX = 
AX, la transformation de jauge F est specifiee par les conditions : 


aqF = AFA{0)-^ 
F{0) = In 


Pour I’equation SX 
les conditions ; 


BX, la transformation de jauge correspondante est specifiee par 

jSF = BF-FB{0) 

\FiO) = In 
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Ces equations matricielles peuvent etre considerees comme des equations vectorielles 
dans M„(C) et on pent leur appliquer les resultats de 3.2. Les hypotheses sont manifeste- 
ment verifiees et Ton conclut que F ^ F sur On a vu au 3.3 que (en readaptant les 
notations) eq^A(Q) tend vers (—(ie sorte que : 

Theoreme 

La solution canonique tend vers la solution canonique X = F(— 

= n n n 

En effet, ce devissage legerement different produit bien la solution canonique de Frobe- 
nius du systeme differentiel. 

Corollaire 

Ces resultats s’appliquent en particulier a la deformation lineaire A = In + {q — 1)B. 
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Chapitre 4 


Matrice de connexion et 
monodromie 


On part maintenant d’une equation difFerentielle fuchsienne 

SX = BX 

oil B £ Mn(k). Les poles de B sont notes zi,...^Zr : ce sont des elements de C* puisque 
I’equation est fuchsienne en 0 et en oo. On suppose en outre I’equation non-resonnante en 
0 et en oo, c’est a dire que deux valeurs propres distinctes de B{0) (resp. de B{oo)) ne 
peuvent differer d’un entier. 

On se donne alors une deformation B de B, autrement dit une matrice B G M„(k) 
dont les coefficients dependent de q et qui tend vers B lorsque g ^ 1. La variation de q 
obeit aux memes regies que precedemment : elle a lieu le long d’une spirale logarithmique 
qQ ^ et on la parametre par un e > 0 tel que q = qQ- On denotera de telles families par 
I’indice e, par exemple B^ pour celle que I’on vient d’introduire. 

On suppose de plus de la famille des B^ qu’elle satisfait aux contraintes suivantes : 

- (A) Les poles de B^ tendent vers ceux de B ; ceci signifie qu’en tout point de S qui 
n’est pas un pole de B, la matrice B^ est definie (n’a pas de pole) des que e est assez 
petit. 

- (B) lim B^ = B, la convergence etant de plus uniforme sur ; (i) un disque ferme 

non trivial de centre 0 ne contenant aucun des Zi; (ii) un disque ferme non trivial 
de centre oo ne contenant aucun des Zi ; (iii) tout segment de spirale logarithmique 
inclus dans C* — {zi,Zr}- Par exemple, la convergence uniforme sur tout compact 
de C* — {zi, ..., Zr} entraine cette hypothese. 

~ (C) i?e(0) converge vers .B(O) et B^{oo) converge vers B{oo) a structure de Jordan 
constante, avec matrice de passage continue (voir 3.4). 



L’une ou I’autre condition de convergence de (B) a bien un sens, car la condition (A) 
entraine que, sur tout compact de C* — {zi, n’a pas de pole pour e assez petit. 

Toutes ces hypotheses sont en particulier satisfaites par la deformation “lineaire”, 
definie par = B quelque soit e > 0. 

4.1 Les hypotheses sont symetriques en 0, cxd 

On va d’abord etudier I’efFet du changement de variable w = Ijz sur I’equation 
difFerentielle : 

5X = BX 

Posant Y{w) = X{w) = X{z)^ on salt que : 

5^Y = DY 6^ := 

aw 

oil Ton note D{w) = —B{l/w). Les poles de D sont done les Wi = l/z* et 

iD{0) = B{oo) 

[i)(oo) = B{0) 


II y a bien symetrie des hypotheses. 

On considere ensuite I’equation aux ( 7 -differences qui doit deformer notre equation 
difFerentielle ; 

aqX = A,X 

oil Af; = In + r]B^ ih = Q ~ !)• Pour q voisin de 1, elle est fuchsienne puisque det 4^(0) 
et det Ae(oo) ont pour limite 1. On a vu au chapitre 2 I’effet du changement de variable 
w = 1/z : Posant Y(w) = X{l/w) = X(z), on a : 

= aY 

ou Ton note C^iw) = {A^{1 /qw))~^. Cette equation est evidemment encore fuchsienne, 
puisque 

1 ^( 0 ) = A, ( 00 ) 

\a,( 0 ) = C,(oo) 

De plus, C^{w) = In + r]D^{w), ou D^{w) = B^{1/qw){Af:{l/qw))~^. On verifie alors 
aisement les hypotheses symetriques de celles que nous avons faites ; 

- (A’) Les poles de sont les w tels que 1/qw est pole de B^ ou bien zero de det A^. 
Mais il est clair que, si z G C* — {zi, ...,Zr}, det Af,{z) tend vers 1. Done les poles de 
Dg tendent vers les Wi, e’est a dire vers ceux de D. 
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- (B’) La meme formule montre que converge uniformement vers D sur un disque 
centre en 0, sur un disque centre en oo (evitant tons deux les Wi) et les segments de 
spirales inclus dans C* — {rci, ...,Wr}- 

- (C’) Enfin, des hypotheses sur -Be(O) et i?e(oo) et des formules 

JJ _ Ce(0) —Jn _ (Ae(oo)) ^—In 

' g—1 g—1 

P) ( _ Cs{oo)—In _ (Ae(0)) ^—In 

r-'eiOOj — 

on dMuit que L^e(O) converge vers -D(O) et Z)e(oo) converge vers D{oo) a structure 
de Jordan constante, avec matrice de passage continue. 

Au voisinage de oo, c’est done = In + vUe que Ton considerera comme une 
deformation de D. 


4.2 La matrice de connexion 

Notons et les solutions canoniques en z et en re de I’equation differentielle 

obtenue par la methode de Frobenius. Sur un ouvert de S ou toutes deux sont des systemes 
fondamentaux (uniformes, de determinant non nul), il y a une unique matrice P{z) telle 
que 

= X^^'>{z)P{z) 

En derivant des deux cotes et en utilisant I’equation differentielle, on voit que P' = 0 : 
P est localement constante sur cet ouvert. Par exemple, tout ouvert simplement connexe 
ne contenant aucun des Zi conviendrait et P y serait constante. 

Notons de meme X^^'^ et les solutions canoniques de I’equation aux g-differences 

de matrice A^. Ce peuvent etre celles obtenues par la methode du 1.2, renormalisees 
comme au 3.3; ou bien celles obtenues par la methode du 1.3, puisque I’on salt que, pour 
q voisin de 1, I’equation est non-resonnante (en 0 aussi bien qu’en oo d’apres la symetrie 
des hypotheses). Sur un ouvert Ug-invariant sur lequel X^^'^ et sont des solutions 

fondamentales, il y a une unique matrice Peiz) telle que 

X(^\z) = x(^\z)PPz) 


C’est, bien sur, un choix de la matrice de connexion. 

En appliquant Ug des deux cotes et en utilisant I’equation aux g-differences, on voit 
que fJgPe = Pe : Pe est elliptique, “constante” pour notre theorie. 


Figure 4 a 
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Pour que y soit defini, un tel ouvert ne doit rencontrer aucune demi-spirale discrete 
partant des poles de A,;; pour que y soit solution fondamentale, il faut en outre qu’il 
ne contienne aucune demi-spirale discrete partant des zeros de detA^. II s’agit, bien sur, 
des demi-spirales engendrees par q. Enfin, il faut exclure les spirales de poles et de zeros 
des caracteres, et, eventuellement, la spirale des poles de Iq, selon la structure de Jordan 
de ^e(O). On a des &onces analogues en oo. 


Figure 4 b 



On introduit maintenant les ouverts simplement connexes : 


^0 = S - U Ziqf^ 

l<i<r 

^oo = s - U Ziqf^ 

< l<i<r 


^0 = ^0 - qf'_ 

^'oo = ^oo - g?- 




On salt alors que X^^^ tend vers X^'^) sur Og et que xi“^ tend vers X(°°) sur : cela 
a ete prouve au chapitre 3. De plus, quelque soit z G O', y est definie des que q est 
sufRsamment proche de 1. 


Figure 5 a 
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Figure 5 b 



On obtient done le 

Theoreme 


Pe converge vers P sur il.'. 

Posons, pour simplifier les notations, zo = 1. L’ouvert Q' = = S — Ziq^ 

est la sphere de Riemann privee d’un nombre fini de coupures spirales compactes reliant 
0 a oo. II a autant de composantes connexes Ui qu’il y a de spirales distinctes et chacune 
est homeomorphe a un disque (et meme diffeomorphe). La matrice P est constante sur 
chacune de ces “tranches de melon”. 


Figure 6 
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4.3 Calcul de la monodromie 


On va montrer comment le theoreme precedent permet de calculer la monodromie de 
I’equation differentielle. On determinera celle-ci sous la forme de I’effet sur du pro- 
longement analytique le long de petit lacets positifs autour de zi,On ne s’occupera 
pas de la monodromie en 0 et en oo, qui se lit directement sur les structures de Jordan 
de -B(O) et de B{oo) (exposants venant des valeurs propres, blocs logarithmiques venant 
des blocs unipotents). Ceci est conforme a la tradition (depuis Riemann!) qui considere 
la monodromie de z'^ et celle de log z comme des donnees immanentes et ne cherche la 
combinatoire geometrique qu’aux autres singularites. 


Pour la premiere fois, nous devrons choisir qq : ceci, dans le but d’empectier la super¬ 
position des coupures. La condition que nous imposons est que les (r -|- 1) spirales ZiqQ 
(0 < i < r) soient deux a deux distinctes, done ne se rencontrent qu’en 0 et en oo ; de fagon 
equivalente : aucun (0 < i, j < r) n’appartient a q^. Autrement dit, si qo = et 

si Ton note \ogz I’ensemble des logarithmes de z dans C, tq 0 U , Cette 

0<^j<r 


condition est evidemment verifiee pour q generique. 


Nous ordonnons les Zi en les reindexant de la fagon suivante : lorsque I’on parcourt 
dans le sens positif un petit cercle autour de 0, on rencontre les spirales logarithmiques 
zoq^ = 0^7 ziq^, Zrq^ dans cet ordre. 

Le meme parcours fait rencontrer successivement les composantes connexes de : 
on nomme Ui celle dont la frontiere est formee de Ziq^ et de Zi+iq^ (en convenant que 

Zr+l = Zq). 


Figure 7 a 
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Figure 7 b 



Considerons un petit lacet positif 7 autour de Zj (1 < j < r) de base a G ; on 
peut le supposer compose d’un chemin 71 dans Oqo partant de a et arrivant en 6 G Uj, 
suivi d’un chemin 72 dans Oq partant de b et arrivant en a. Le prolongement analytique le 
long de 71 transforme en X^°^'^Pj-i ; celui le long de 72 transforme en ;^( 0 )p-l 
et done en 

Theoreme 


La matrice de monodromie de (2) autour de Zj dans la base X^^'l est P- 


i-i- 


□ 


Figure 8 



Remarque 


Dans [13], il est prouve dans le cadre de I’analyse non-standard que, si e est infiniment 
petit > 0 , et si / est une fonction analytique complexe e-periodique limitee au voisinage 
d’un point xq, il existe une bande horizontale bordee par des droites d’ordonnees a et P 
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telles que a « Im{xo) « f3 sur laquelle / est constante a £e pres, ou £ est limite 
et ou C >> 0. 

Cela semble pouvoir etre applique a — P pour conclure que la convergence est 
exponentiellement rapide ; ceci rejoint I’estimation d’erreur de 3.1.2. 


4.4 Trois exemples complets de deformations 

On tire ici des informations geometriques des comportements asymptotiques obtenus 
au 3. Precisement, partant d’une equation differentielle fuchsienne, ou d’une de ses solu¬ 
tions particulierement interessante, on montre comment les formules de connexion d’une 
famille d’equations aux g-differences qui en sont une deformation permettent d’en calculer 
la monodromie. 


Ces exemples sont plus une illustration qu’une application de la theorie. Ils ont en effet 
ete etudies les premiers (a I’exception du dernier, “non fuchsien”) et ce sont eux qui ont 
revele le phenomene que nous avons decrit plus haut; I’enonce plus general est venu ensuite. 
Aussi, sont ils etudies “a la main”. Tout d’abord, on utilise plutot des equations scalaires 
d’ordre n que des equations vectorielles de dimension n et d’ordre 1 : dans la pratique les 
calculs sont plus faciles ainsi. On choisit les solutions canoniques et done la matrice de con¬ 
nexion selon le contexte (par exemple historique dans le cas hypergeometrique basique!). 
Enfin, on passe librement de la forme scalaire a la forme matricielle (par exemple des 
formules de connexion a la matrice de connexion) et reciproquement. 

Nous avons deja remarque a plusieurs reprises que les proprietes demontrees sont 
independantes du choix d’une famille particuliere de caracteres soumis a certaines condi¬ 
tions generates. Nous jouerons sur cette liberte de choix chaque fois que cela sera commode 
pour obtenir un comportement geometrique plus frappant. 


4.4.1 Deformation de (1 — zj 

On considere ici I’equation differentielle fuchsienne ; 

—azjzQ a 


5f = bf b{z) = 


1 — z/zq 1 — w/wo 


{w = l/z,Wo = 1 /zq) 


La methode de Frobenius (ou Ton remplace z'^ par {—z)'^ et log(z) par log(—z)) donne 
les solutions canoniques en 0 et en oo : 

f/W(z) = (l-z/zo)“ 

I j{oo) ^ (_it))-"(l - w/wqY = (-^)"(1 - Zq/zY 

Pour les rendre uniformes, on pratique des coupures determinees par les exposants et 
par les poles de b sur C* : on considere comme definie sur Uq = S — zoq^ et 
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comme definie sur C/oo = S — zq^o ~ Qo ■ sont bien deux ouverts simplement connexes 
evitant respectivement les singularites de et de /(°°). On supposera zq 0 pour 
que les coupures ne se superposent pas (c’est la raison pour laquelle on n’a pas pris tout 
simplement zq = 1). Cela nous permettra d’utiliser notre famille habituelle de caracteres. 
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Figure 9 a 



Figure 9 b 



On deformera I’equation differentielle ci-dessus en la famille d’equations aux g-difFerences 
fuchsiennes : 

o-qf = aef 


avec Og G k* et meme ae{0),ae{oo) G C*. Les conditions naturelles a imposer pour mieux 
specifier cette famille sont les suivantes : 


1 . 


ttf — 1 


(Ta —1 


5. Cela 


/, 


b : ceci parce que Ton a en tete la formule heuristique 5q := ^ 

permet d’esperer qu’une famille de solutions bien ctioisies verifieront 

solution de I’equation differentielle. II y a en particulier des contraintes au niveau 
des exposants : ^ 6(0) et similairement en oo. 


2. Les poles de Oe doivent en outre tendre vers ceux de b sur C* (id ; vers zq) ; ceci, afin 
que les demi-spirales logarithmiques discretes de singularites des solutions aillent se 
condenser sur les coupures, comme on I’a vu se produire pour les caractdes au 3.1.3. 

Nous decidons de prendre a^iz) = ^)~-z/ 2 o° • ^ela revient a poser be{z) = i~-z/zo 
a dudier la famille d’equations 5qf = b^f. Les conditions precedentes sont manifestement 
satisfaites. De plus, les calculs seront simples grace aux resultats de 3.1.5. 
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Solution canonique en 0 


II n’y a pas d’exposant (autrement dit, il vaut 1). On trouve done immediatement : 

.(0)/ N ^ ^q{(fz/zo) ^ 1 - q^z/zQ 

©Kz/zo) ' l-zjzo 

Cette solution est definie sur C —et en particulier sur Uq. De plus, ses zeros disparais- 
sent de tout compact de Uq lorsque q ^ 1. 


Solution canonique en oo 

La fonction inconnue g{w) = f{l/w) doit y verifier ; 

(^qgiw) = {a^{l/qw))-^g{w) = 9{w) 


1 — qw/q^vjQ^ 


II y a I’exposant g “ et I’on trouve la solution 


^ ^ ^ ^0+(u;/g“u;o) 

qui est dffinie sur Uoo- Lorsque g ^ 1, ses zeros disparaissent de tout compact de C/qo- 


0+(u;/u;o) 


Matrice de connexion 

0n devrait ici dire nombre de connexion! C’est 

. , ^ fe^Hz) ^ 1 0g(g^z/zo) 

^ f^'^\z) eq-c.{l/z) Qq{z/zo) 

Elle est definie sur tout U = Uod U^o = S — z^q^ — q^, qui a deux composantes connexes : 
[/', a droite de la spirale z^q^ (lorsqu’on la parcourt de 0 a oo), et U" a sa gauche. 

Confluence 

Lorsque g ^ 1, ^ d’apres 3.1.5, /i°°^ ^ /(“) d’apres 3.1.3 et 3.1.5, et done 

Pe ^ p = ; par application de 3.1.2 et 3.1.3, on voit que p{z) = {—z)~°^{—z/zo)°^. 

Cette fonction est localement constante sur U et prend done une valeur p' sur U' et une 
valeur p" sur U". Ces valeurs sont liees par la relation p" = : en effet, seul le 

facteur (—z/zo)^ est affecte lors du franchissement de la coupure zogo^ de droite a gauche. 
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Figure 9 c 



Monodromie 

On calculera la monodromie autour de zq : celles en 0 et en oo se lisent directement 
sur les exposants. On regarde I’effet sur d’un petit lacet positif autour de zq, partant 
d’un point a de U'. 

La premiere partie 71 du lacet est dans C/qo- Comme y est uniforme et que, au 
depart, p', le resultat du prolongement analytique de le long de cette 

premiere partie du lacet est 

La seconde partie 72 du lacet est dans Uq, ou est uniforme. Comme = 

au depart b de ce second chemin, le resultat du prolongement analytique de 
le long du lacet complet est f^'^\p")~^p'- 

L’effet sur la base canonique de la monodromie autour de zq est done la multipli¬ 
cation a droite par {p")~^p' '■ bien qu’en dimension 1 tout commute, I’ordre correct des 
multiplications a ete systematiquement respecte dans les calculs. On trouve done que e’est 
la multiplication par comme il etait soutiaitable que ce le fut! 
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4.4.2 Deformation de la fonction hypergeometrique 

Les formules de connexion pour les fonctions hypergeometriques basiques donnent, d 
la limite, celles des fonctions hypergeometriques classiques. 


La serie hypergeometrique {voir [29],voir [17]) 


F{a,l5,r,z) 


(«)n(/3)n ^n 


n>0 


(7)n(l)r 


(®)n = i^ + k) 

0<k<n-l 


r(x + n) 

r(x) 


est solution de I’equation differentielle a coefficients rationnels : 


5^F — X5F + jlF = 0 avec : 


' \ _ ((q+/1)^+(1-7)) 
^ - (1-2) 

~ _ af3z 
~ (1-^) 


Les singularites de cette equation sont 0,1 et oo et elles sont fuchsiennes. La methode 
de Frobenius en fournit des systeme fondamentaux de solutions en 0 et en oo : 


f F{a,(3,'y, z) f {l/z)°'F{a,a - 7 + 1, a - /3 + 1; 1/z) 

[z^-'^F{a - 7 + 1, /3 - 7 + 1, 2 - 7 ; z) I {l/zfF{f3, / 3-7 + 1,/3-a + l; Xjz) 

Ces fonctions a priori multivaluees sont respectivement rendues uniformes par les coupures 
[ 1 , 00 ] et [— 00 , 0 ] de la sphere de Riemann. 


Le probleme de deformer cette equation differentielle en une famille d’equations aux q- 
differences et, reciproquement, de deduire sa monodromie du comportement asymptotique 
des matrices de connexion est doublement simplifie parce que 

- Une famille de fonctions deformant F est connue : les fonctions hypergeometriques 
basiques. 

- La monodromie de F est classiquement calculee a I’aide d’une formule de connexion 
reliant les systemes fondamentaux de solutions en 0 et en 00 ; de plus, la formule de 
Mellin-Barnes, qui permet ce calcul, a ete etendue au cas hypergeometrique basique 
par Watson. 

La serie hypergeometrique classique a ete generalisee par Heine, puis Ramanujan {voir 
[14], [22]) en la serie hypergeometrique basique 


^{a,b,c;q,z) = ^ 

n>0 


{a;p)n{b;p)n 

{c;p)n{p;p)n 


\q\>l , p = q 


{x;p)n 


(1 - xp^) 

0<k<n-l 


Lorsque g ^ 1, la serie hypergeometrique basique de parametres a = q°‘ ,b = q^, c = q^ 
tend vers la s&ie hypergeometrique classique de parametres a, f3 ,7 coefficient par coeffi¬ 
cient. n s’agit de preciser un peu la nature de cette “confluence”. 
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Soient a,b,c G C*. La serie hypergeometrique basique de parametres a, b, c est solution 
de I’equation aux g-differences a coefficients rationnels : 


— X'cTq^ + = 0 avec : 


\l _ ((a+b)^-(l+c/g)) 
(ahz—cjq) 

I _ ( 2 :—!) 

(abz—c/q) 


Nous preferons reecrire cette equation a I’aide de I’operateur 5q = afin de rendre plus 
visibles les conditions formelles de la confluence; il suffit de faire aq = 1 + r]Sq {rj = q — 1). 


[a = 

— X5q^ + = 0 avec : < u'-a'+i 

— 

Notre methode attribue a son equation les systemes fondamentaux de solutions canon- 
iques en 0 et en 00 : 


I ^>(a, b, c; q, z) I ea(l/z)^(a, aq/c, aq/b; q, cqjahz) 

\e-q/c{z)^{aq/c, bq/c, q^/c] q, z) \eb{l/z)^{b, bq/c, bq/a] q, cq/abz) 

On raisonne ici directement sur I’equation du second ordre, mais des ctiangements de vari¬ 
able simples montrent que les solutions ci-dessus sont de la forme (fonction holomorphe 
valant 1 en 0 ) x (caractere) : ce sont bien des solutions canoniques telles que nous les 
avons definies dans le cadre matriciel. Pour cette meme raison, les formules de connexion 
que nous allons tirer de [14] sont bien celles que donneraient les coefficients de la matrice 
de connexion. 


Le systeme differentiel correspondant a I’equation hypergeometrique classique de parametres 
a, /? et 7 a pour matrice 

' 0 r 

-fi Ay 


B = 


Nous le deformerons done par le systeme aux g-differences correspondant a I’equation 
hypergeometrique basique de parametres a = 6 = et c = q’^,de matrice 


A. = 


1 q-l\ 

V ) 


On a alors = I 2 + , ou 



On observe que, lorsque e ^ 0+, {A^ — 12 )/(q — l)^ B. Toutes nos autres conditions sont 
d’ailleurs satisfaites. 
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Les formules de connexion de Barnes-Mellin-Watson (voir [14] p. 106) relient les deux 
systemes fondamentaux de solutions : 


^{a,b;c;q,z) 


+ 


^{c/b,a;c;q,q) 

4>(c/a,6;c;g,g) 


Qgjbz/cq) 

Qq{abz/cq) 

Qq{az/cq) 

Qq{abz/cq) 


aq/c, aq/b; q, cqjabz) 
^{b, bq/c, bq/a; q, cq/abz) 


Sans autre calcul, nous en tirons directement les coefficients de la premiere colonne de la 
matrice de connexion : 


PiA^) 


^{c/b,a;c;q,q) 


Qgjbz/cq) 1 
Qq{ahz/cq) eg,a(lA) 


P 2 ,i{z) = ^{c/a,b;c]q,q) 


Qq{az/cq) 1 


Qq{abz/cq) Cg^bi'^/z) 

De meme, en ce qui concerne la seconde solution fondamentale : 

^{aq/c, bq/c] q^/c; q, z) = 4>(g/6, aq/c] q^/c] q, aq/c, aq/b] q, cq/abz) 

kyq[abz/cq) 

i o z ! cP^ 1 

+ 4>(g/a, hq/c-, q^/c] q, q) \ <^{b, bq/c, bq/a; q, cq/abz) 

kyq[abz/cq) 


d’ou I’on tire les coefficients de la deuxieme colonne de la matrice de connexion 
Pi, 2 {z) = ^{q/b,aq/c-,q^/c-,q,q)- 


-.2 I „ „\ ^qibz/q"^) aqqjJyZ) 


Qq{abz/cq) eq^a{^/z) 


P 2 , 2 iz) = ^{q/a,bq/c-,q /c-,q,q) 


2 P^q{az/q^) ag^qiJyz) 


Qq{abz/cq) Cq^bi'^/z) 


On pent alors en dMuire la matrice de connexion ; ou : 


^1 ^ ^ = (aq,a{^/z) 0 

VO ^q,q/c{z)) ' V 0 eq^b0-/z) 

et ou la matrice est donnee par 

/ ^{c/b, a; c; q, q)Qq{bz/cq)/Qq{abz/cq) ^{q/b, aq/c; q^/c; q, q)Qq{bz/q^)/Qq{abz/cq)\ 
V4'(c/a, b; c; q, q)Qq{az/cq)/Qq{abz/cq) ^{q/a, bq/c; q^/c; q, q)Qq{az/q^)/Qq{abz/cq)) 

Conformement a la theorie generale du chapitre 2 : 

- La matrice de connexion est elliptique. 

- Les singularites de la partie “interne” sont sur les spirales logarithmiques discretes 
deduites des singularites de la matrice de I’equation. Ici, I’unique pole est c/qab 
(et on voit bien la spirale qu’il engendre) et I’unique zero du determinant est 1 (mais 
la, cela ne se voit pas facilement!). 
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- Les caracteres sont a I’exterieur. 

Des resultats du chapitre 3, on deduit la valeur de la matrice M = lim : 

e^0+ 

/(-z)-“r( 7 )r(/? - a)/r(/ 3 )r (7 - «) (-zr-“+ir (2 - j)T{p - a)/r(i - a)r(i - 7 + /3)A 
V(-z)-^r( 7 )r(a - / 3 )/r(a)r (7 - /?) i-zr-(^+^ri 2 - 7 )r(a - / 3 )/r(i - / 3 )r(i - 7 + «); 

Ces formules sont independantes du choix d’une famille particuliere de caracteres. 
Pour eviter la superposition des coupures, on remplacera les caracteres utilises j usque 
la par Qq{—z)/Qq{—c~^z), dont il est aise de voir que leurs proprietes sont les memes. En 
consequence, pour une fois, nous obtiendrons a la limite les vraies solutions canoniques de 
Frobenius! 


On trouve alors = lim et = lim sur S — [— 00,01 : 

e^0+ e^0+ 


f)iO) 






Ainsi P = lim prend les valeurs P+ et P sur le demi-plan de 

e^0+ 

Poincare et sur son oppose, ces valeurs etant respectivement donnees par les matrices 
suivantes : 

/e*™r(7)r(/3 - a)/r(/3)r(7 - a) - 7)r(/3 - a)/r(l - a)r(l - 7 + /3)\ 

Ve*^^r( 7 )r(a - (3) /r(a)r (7 - (3) e“(^-^+i)r(2 - 7 )r(a - (3)/T{1- f3)T{l --f + a)) 

/e-*™r(7)r(/3 - a)/T{P)r{j - a) e-*^(“-^+i)r(2 - -f)T{P - a)/r(l - a)r(l - J + P)\ 
Ve-“^r( 7 )r(a - /3)/r(a)r(7 - P) e-“(/^-T'+i)r(2 - 7 )r(a - P)/T{1-p)T{l-j + a)) 

Notons et les vecteurs solutions fondamentales de I’equation difFerentielle 

au voisinage de 0 et oo respectivement,definis sur = S — [l;oo] — [—oo;0] et sur 
= S — [0; 1] — [—oo; 0] (la premiere coupure est due aux poles de I’equation, la seconde 
aux caracteres). Sur I’intersection S — R de leurs domaines, Pour calculer 

la monodromie autour de 1 , on promenera le long d’un petit lacet positif autour de 
1 et partant d’un point a du demi-plan de Poincare 7i. 


La premiere partie 71 du lacet est dans le domaine de qui se prolonge done en 

On arrive alors en 6 G —H, ou A® = X^°°'>P~. 


La deuxieme partie 72 du lacet est dans le domaine de A(°°) ; aussi, A(°°)p se pro¬ 
longe en X^°°^P~. On arrive dans H, ou = X^^\P~^)~^. On obtient ainsi, comme 

prolongement de 
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Figure 10 a 



Figure 10 b 



Retour de la promenade 


La matrice de monodromie en le pole 1 est done , ce qui est la valeur 

classique : voir, par exemple, [17] pp 111-114^. 


4.4.3 Deformation de log(l — z/Z q) 

On va a present etudier le cas d’un systeme dont la monodromie est unipotente, mais 
qui rentre tout de meme dans le cas non-resonnant. L’equation differentielle de depart est 

d^f ^ df _ 2 1 

dz^ zo-zdz ^ 1-f 

^ Zo 


Les singularites de cette equation sont zq et oo et elles sont fuctisiennes. La methode 
de Frobenius en fournit des systemes fondamentaux de solutions en 0 et en oo : 


[zologCl - zizo) [-log(l -w/wq) + log{-w) 

^11 faut cependant prendre garde a une erreur de signe dans cette reference : avec la base canonique 
utilisee, definie p. 38 de loc.cit., on a Men la formule de connexion 4.6.3, p. Ill; mais, avec le choix des 
chemins de la figure 2.5, p. 78, I’expression de dans la formule 4.6.12, p. 114 devrait faire intervenir 
e(a) et e(/3) au lieu de e(—a) et £(—/?). 
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On a pose w = 1/ z ei wq = 1/ zq. 


On les deformera a I’aide de la fonction lq{z) = z{Q'^)'{z)/{z), on Ton a pose 
= {z-,p)oo = n(i — zq ^). La fonction lt{z) verifie I’equation aux g-differences 


o<fc 


fuchsienne : 


^lf = 


1 - q 


u 


2J_ 1 

zo 


aq- Id 

~ 1 
q-1 


Les systemes fondamentaux canoniques renormalises de solutions en 0 et en oo sont 


{q - 1 )zoI-^{z/zq) 


{q - l){lq{w) - lUw/qwo)) 


La matrice de connexion est done 


^ (9 - l)2:o(l - lq{z) + lq{z/zo))'^ 


Pour calculer sa limite lorsque e ^ 0^, on invoque les estimations suivantes, aisement 
obtenues de fagon analogue a celles de 3.1 : 

lim 0 +(z 2 )/ 0 +(^i) = 


.^0+ 


lim {q - 1)1^(z) = log(l - Zo) 


e^0+ 


On trouve alors 


Piz) = 


1 zo{log{-z/zo) - log(-z)) 
0 -Zo 


Celle-ci est localement constante sur la sphere de Riemann privee de la coupure triangulaire 
[0;oo] U [0; Zo] U [zo;oo]. Ses deux determinations Pq et Pi satisfont 


{Pi)-^Po = 


1 zo(ao-ai) 

0 1 


ou ai et ao sont les valeurs de la fonction (log(— z/zq) — logC—-^)), qui est localement 
constante (log(— z/zq) — log(—z)) sur les ouverts correspondants ; done oq — oi = 2t7r et 
I’on obtient la matrice de la monodromie autour de zq : 


(Pir'Po = 
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4.4.4 Un exemple incomplet non fnchsien 

Voici maintenant un exemple incomplet de deformation d’une equation differentielle 
non fuchsienne, ceci, a titre experimental ; on constate qu’elle pent etre deformee en 
une famille d’equations aux g-differences fuchsiennes, et meme que la theorie qui precede 
fonctionne encore dans ce cas. Get exemple a ete decouvert en collaboration avec Zhang 
Changgui. 

On part de I’equation scalaire ; 


Sf = bf 

1 

avec b{z) = e^+i : la “matrice” de cette equation a done une singularite essentielle en 
— 1, e’est done une equation tres, tres irreguliere^. 

On la deforme en prenant b^{z) = ^ c = ;^ • ce n’est done pas une 

0<k<N 

famille continue, mais il est clair que ce n’est pas le point essentiel. En tout cas, on a bien 
la convergence de b^ vers b soumise a toutes les contraintes du chapitre 4. 

Pour voir comment la theorie fonctionne ici, on devra proceder de fagon indirecte : 
on ne connait pas les zeros de a^, on ne saura done pas ecrire les solutions en termes de 
fonctions 0, ni non plus la matrice de connexion. Mais on a tout de meme affaire a des 
fonctions meromorphes, auxquelles nos calculs generaux s’appliquent tres bien! Pour se 
simplifier la vie, on utilisera des caracteres Cq^c qui confluent en z'^. 

Les exposants sont : 

- En 0, Ce = 0^(0) = 1 + {q — l)6e(0), done de la forme 1 + (g — l)e + o{q — 1). Le 
caractere correspondant va tendre vers z^ : cela correspond bien a I’exposant de 
I’equation differentielle en 0. 

- En oo, ae(oo) = 1 + {q — l)6e(oo) = g et la solution correspondante sera de la forme 
zx (fonction valant 1 en oo). Le caractere correspondant tendra vers z : pas de 
monodromie de ce cote. Cela correspond bien a I’exposant de I’equation differentielle 
en oo. 

Solutions de I’equation aux g-differences 

1. Solution locale en 0 : 


On ecrit 


/<”> 


^q,Ce9 


( 0 ) 


^11 eut sufii d’un pole double pour la rendre irreguliere, alors une singularite essentielle, pensez done! 
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avec aqQe = ^ge ■ Done 


#(*-)=n 


aeiq "'z) 


r>l 


2. Solution locale en oo : 


Les calculs etant relativement simples, on les fait en z. On ecrit 

J(oo) ^ ^^(oo) 


avec . Done 




r>0 


a^iq^z) 


3. Connexion des solutions locales ; 

On obtient, par division ; 

p (z) = 

^ 4i 4o « 

C’est la partie formee des deux produits que Ton pourrait exprimer a I’aide des 
functions 0 si I’on connaissait les zeros de a^. Mais le nombre de facteurs 0 serait 
bien sur variable! 

Solutions de I’equation difFerentielle 

1. Solution locale en 0 : 


On ecrit 


/(O) = ^e~iO) 


avec (5^(0) = (b — e)g^^\ Done 


do) 


(z) = elo ^ 


2. Solution locale en oo : 

On ecrit 

j(oo) ^ ^~(oo) 
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avec = {b — Done 


9 


(oo) 


(^) 


rl/z l-6(l/f) ,, 

= eJo t “ 


3. Connexion des solutions locales ; 


On obtient, par division ; 


p{z) 


rz b(t)-e rl/z l-b(l/t) ,, 

= -gJO t JO t 

Z 


Monodromie de I’equation difFerentielle 

Les seules singularites sont 0, —1 et oo. La monodromie en 0 est (la multiplication 
par) et il n’y en a pas en oo (singularites regulieres d’exposants e et 1). Done la 

monodromie en — 1 est : on connait ici le groupe fondamental! 


Confluence 


Le facteur “log-car’" 


-2^ de la matrice de connexion Vf tend vers le facteur — de p. 

z ^ ^ z ^ 


aJq-'-z) T-, aJq^z) . , HOzl dt- 

—vj- /_ I I —w —i vers eJo * •'o 


i/z 1-Ki/t) 


par la theorie 


Le facteur interne n - - n 

r>l ' r>0 ^ 

sur les equations avec conditions initiates fixes (3.2) qui s’applique sans probleme ici. II y 
a peut-etre une preuve directe via la theorie des integrates multiplicatives. 


La limite de la matrice de connexion est done la fonction localement constante p sur 
S — i?, avec une valeur sur 7i et une valeur sur —7i, reliees par le prix de franchissement 
de coupure ; 
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